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§1. Открытые и замкнутые множества на пря-

мой

Рассматриваем пространство действительных чисел - R.
Множество 𝐸 ⊂ R.

Операции над множествами:

∙ Объединение: 𝐹 = 𝐸1 ∪ 𝐸2;

∙ Пересечение: 𝐹 = 𝐸1 ∩ 𝐸2;

∙ Разность: 𝐹 = 𝐸1 ∖ 𝐸2;

∙ Дополнение: {𝐸 = R ∖ 𝐸.

Окрестностью точки называется любой интервал, содержащий эту точ-
ку.

Точка 𝑥 называется предельной точкой множества𝐸, если в любой окрест-
ности содержится хотя бы одна точка множества 𝐸, отличная от точки
𝑥. Если точка 𝑥 множества 𝐸 не является его предельной точкой, то она
называется изолированной точкой множества 𝐸.

Множество всех предельных точек 𝐸 называется его производным мно-
жеством и обозначается 𝐸 ′.

Возможны такие ситуации:

∙ 𝐸 ′ ⊂ 𝐸, тогда 𝐸 — замкнутое множество;

∙ 𝐸 ⊂ 𝐸 ′, тогда 𝐸 — плотное в себе множество;

∙ 𝐸 = 𝐸 ′, тогда 𝐸 — совершенное множество.

Определение. Множество �̄� = 𝐸 ∪ 𝐸 ′ называется замыканием множе-
ства 𝐸.

Примеры:

1. 𝐸 =

{︂
1

𝑛

}︂∞
𝑛=1

, 𝐸 ′ = {0},

𝐸 — не замкнуто, не плотное в себе;
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2. 𝐸 =

{︂
1

𝑛

}︂∞
𝑛=1

∪ {0}, 𝐸 ′ = {0}

𝐸 — замкнуто, не плотное в себе;

3. 𝐸 = (𝑎, 𝑏), 𝐸 ′ = [𝑎, 𝑏]

𝐸 — не замкнуто, плотное в себе;

4. 𝐸 = [𝑎, 𝑏], 𝐸 ′ = [𝑎, 𝑏]

𝐸 — совершенное;

5. 𝐸 = Q, 𝐸 ′ = R
𝐸 — не замкнуто, плотное в себе;

6. 𝐸 = R, 𝐸 ′ = R
𝐸 — совершенное;

7. 𝐸 = ∅, 𝐸 ′ = ∅
𝐸 — совершенное;

Для любого множества 𝐸 производное множество 𝐸 ′ и замыкание �̄�
всегда будут являться замкнутыми. Объединение конечного числа за-
мкнутых множеств — замкнутое множество, бесконечного числа — не
всегда. Например:

𝐸𝑛 =

[︂
1

𝑛
; 1

]︂
; 𝐸 =

∞⋃︁
𝑛=1

𝐸𝑛 = (0, 1].

Точка X множества E называется внутренней, если она принадлежит E
вместе с некоторой своей окрестностью.
Множество E называется открытым, если все его точки внутренние.

Пересечение конечного числа открытых множеств является открытым
множеством.
Пересечение бесконечного числа открытых множеств, вообще говоря, от-
крытым не является:

𝐸𝑛 =

(︂
− 1

𝑛
;
1

𝑛

)︂
; 𝐸 =

∞⋂︁
𝑛=1

𝐸𝑛 = 0.
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Утверждение. 𝐸 - замкнутое множество⇒ {𝐸 — открытое множество.
Доказательство. Возьмём произвольную точку 𝑥 ∈ {𝐸. 𝐸 — замкну-
тое множество ⇒ оно содержит все свои предельные точки. 𝐸 ̸∋ 𝑥 ⇒ 𝑥
не является предельной точкой 𝐸. Это означает, что существует окрест-
ность 𝑣(𝑥), целиком принадлежащая {𝐸. Таким образом, точка 𝑥 явля-
ется внутренней точкой {𝐸. В силу произвольности выбора 𝑥 в {𝐸 это
множество является открытым. �

Утверждение. 𝐸 — открытое множество ⇒ {𝐸 — замкнутое множе-
ство.
Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда существует точ-
ка 𝑥0, предельная для {𝐸, но не принадлежащая ему. Следовательно,
𝑥0 ∈ 𝐸. 𝐸 — открытое множество, 𝑥0 ∈ 𝐸 ⇒ существует окрестность
𝑣(𝑥0), целиком принадлежащая 𝐸. Это противоречит тому, что 𝑥0 —
предельная точка {𝐸. Значит, наше предположение неверно ⇒ {𝐸 —
замкнутое множество. �

Объединение любого числа открытых множеств является открытым мно-
жеством.
Пересечение любого числа замкнутых множеств является замкнутым
множеством.

𝐸 =
⋂︀

𝛼𝐸𝛼 ⇒ {𝐸 = ∪𝛼{𝐸𝛼

Утверждение. Если E — открытое множество, а F — замкнутое, то
𝐸 ∖ 𝐹 — открытое множество. Если E — замкнутое множество, а F —
открытое, то 𝐸 ∖ 𝐹 — замкнутое множество.
Доказательство. 𝐸 ∖ 𝐹 = 𝐸 ∩ {𝐹 . �

Теорема 1. Любое открытое множество на прямой может быть пред-
ставлено в виде конечного или счетного объединения попарно непересе-
кающихся интервалов.
Доказательство. Пусть 𝐸 — открытое множество на прямой. Введём
для его точек бинарное отношение, считая, что 𝑥 ∼ 𝑦, если существует
такой интервал (𝛼, 𝛽), что 𝑥, 𝑦 ∈ (𝛼, 𝛽) ⊂ 𝐸.Очевидно, что это отношение
рефлексивно и симметрично.

Докажем его транзитивность. Пусть 𝑥 ∼ 𝑦, 𝑦 ∼ 𝑧. Тогда ∃(𝛼, 𝛽) : 𝑥, 𝑦 ∈
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(𝛼, 𝛽) ⊂ 𝐸 и ∃(𝛾, 𝛿) : 𝑦, 𝑧 ∈ (𝛾, 𝛿) ⊂ 𝐸.
Получаем, что 𝑦 ∈ (𝛼, 𝛽), 𝑦 ∈ (𝛾, 𝛿) ⇒ 𝛾 < 𝛽 ⇒ (𝛼, 𝛿) ⊂ 𝐸.
Но тогда 𝑥, 𝑧 ∈ (𝛼, 𝛿) ⊂ 𝐸 ⇒ 𝑥 ∼ 𝑧 — отношение транзитивно.

Таким образом, отношение рефлексивно, симметрично и транзитивно⇒
оно является отношением эквивалентности ⇒ 𝐸 распадается на непере-
секающиеся множества 𝐼𝜏 эквивалентных между собой точек:

𝐸 =
⋃︁

𝐼𝜏

Для каждого 𝐼𝜏 введём точную нижнюю и верхнюю грани 𝑎 = inf 𝐼𝜏 ,
𝑏 = sup 𝐼𝜏 (возможны случаи 𝑎 = −∞, 𝑏 = ∞). По определению 𝐼𝜏 , если
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼𝜏 , то (𝑥, 𝑦) ⊂ 𝐼𝜏 . В любой окрестности от 𝑎 справа и в любой
окрестности от 𝑏 слева есть точки из 𝐼𝜏 ⇒ 𝐼𝜏 содержит любой интервал
(𝑎′, 𝑏′), концы которого принадлежат (𝑎, 𝑏). Следовательно, 𝐼𝜏 ⊃ (𝑎, 𝑏);
включение 𝐼𝜏 ⊂ (𝑎, 𝑏) очевидно. Отсюда 𝐼𝜏 = (𝑎, 𝑏).

Выбрав в каждом из таких интервалов 𝐼𝜏 рациональную точку, мы уста-
новим взаимно однозначное соответствие между этими интервалами и
некоторым подмножеством множества рационаьных чисел⇒ число непе-
ресекающихся интервалов 𝐼𝜏 не более, чем счётно. Теорема доказана. �

Следствие 1. Любое замкнутое множество на прямой получается уда-
лением из прямой конечного или счетного числа интервалов.

Следствие 2. Любое совершенное множество на прямой получается уда-
лением из прямой конечного или счетного числа попарно непересекаю-
щихся интервалов, концы которых не совпадают.

Пример. Рассмотрим сегмент [0, 1]:

𝐺 =

(︂
1

3
;
2

3

)︂
∪
(︂

1

9
;
2

9

)︂
∪
(︂

7

9
;
8

9

)︂
∪ . . .

𝐾 = [0; 1] ∖𝐺
1

3
+ 2 * 1

9
+ 4 * 1

27
+ · · · = 1

3

∞∑︁
𝑘=0

(︂
2

3

)︂𝑘

= 1

Любое число 𝑥 из отрезка [0; 1] может быть представлено в троичной
системе следующим образом:

𝑥 =
𝑎1

3
+
𝑎2

32
+ · · ·+ 𝑎𝑛

3𝑛
+ . . . ,
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где числа 𝑎𝑖 могут принимать значения 0, 1 и 2. У числа может быть не
одно такое представление. Заметим, что у чисел из множества 𝐾 суще-
ствует хотя бы одно троичное представление, в котором числа 𝑎𝑖 ̸= 1 ∀𝑖.

Ведь в множество 𝐾 не входят интервалы

(︂
1

3
;
2

3

)︂
,

{︂(︂
1

9
;
2

9

)︂
, (

7

9
;
8

9
)

}︂
и

так далее, числа которых как раз соответствуют троичным представле-
ниям, где часть коэффициентов равна единице. А для некоторых "гра-
ничных"чисел, входящих в 𝐾 и имеющих троичное представление с од-

ним единичным коэффициентом (например,
1

3
), существуют соответству-

ющие троичные представления, где нет единичных коэффициентов:

1

3
=

1

3
+

0

32
+ · · ·+ 0

3𝑛
+ · · · = 0

3
+

2

32
+ · · ·+ 2

3𝑛
+ . . .

Таким образом, каждой точке множества 𝐾 можно поставить в соответ-
ствие последовательность 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . . , где 𝑎𝑖 = {0; 2}. Совокупность
таких последовательностей образует множество мощности континуума
⇒ множество 𝐾 имеет мощность континуума. Кроме того, оно замкнуто
и является совершенным (по следствию 2).

Множество 𝐾 называется канторовым множеством.

§2. Измеримые множества

Δ = (𝑎, 𝑏), |Δ| = 𝑏− 𝑎

Определение 1. Покрытием множества 𝐸 называется конечная или
счетная система интервалов, объединение которых содержит 𝐸.

𝑠(𝐸) : 𝐸 ⊂
∞⋃︁

𝑛=1

Δ𝑛

Длина покрытия 𝑠(𝐸):

𝜎(𝑠) =
∞∑︁

𝑛=1

|Δ𝑛|

Внешняя мера множества 𝐸:

|𝐸|* = inf
𝑠(𝐸)

𝜎(𝑠)

Внешняя мера не обладает ни конечной, ни счётной аддитивностью.

Свойства внешней меры:
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1. 𝐸1 ⊂ 𝐸2 => |𝐸1|* 6 |𝐸2|*.
Этот факт следует из того, что любое покрытие 𝐸2 будет одновре-
менно являться покрытием и для 𝐸1.

2. 𝐸 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐸𝑛 ⇒ |𝐸|* 6
∞∑︀

𝑛=1

|𝐸𝑛|*.

Доказательство.Фиксируем произвольное 𝜀 > 0. По определению
меры как точной нижней грани, для любого номера 𝑛 найдётся
покрытие 𝑠𝑛(𝐸𝑛) множества 𝐸𝑛 системой интервалов {Δ𝑛

𝑘} такое,
что

∞∑︁
𝑘=1

|Δ𝑛
𝑘 | < |𝐸𝑛|* +

𝜀

2𝑛
.

Рассмотрим 𝑠 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝑠𝑛(𝐸𝑛). 𝑠 является покрытием множества 𝐸,

поэтому

|𝐸|* 6 𝜎(𝑠) 6
∞∑︁

𝑛=1

∞∑︁
𝑘=1

|Δ𝑛
𝑘 | <

∞∑︁
𝑛=1

(|𝐸𝑛|* +
𝜀

2𝑛
) =

∞∑︁
𝑛=1

|𝐸𝑛|* + 𝜀.

Устремив 𝜀 к 0, получим требуемое неравенство. �

Введём понятие расстояния между множествами:

𝑑 = 𝜌(𝐸1, 𝐸2)
𝑑𝑒𝑓
= inf

𝑥∈𝐸1
𝑦∈𝐸2

𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|.

3. 𝑑 > 0 => |𝐸1 ∪ 𝐸2|* = |𝐸1|* + |𝐸2|*

Доказательство. Из определения меры как точной нижней грани
следует, что

∀𝜀 > 0 ∃𝑠(𝐸) = {Δ𝑛} :
∞∑︁

𝑛=1

|Δ𝑛| < |𝐸|* +
𝜀

2

Разобьём каждый интервал покрытия 𝑠(𝐸) на интервалы длины,

меньшей
𝑑

2
, а концы этих новых интервалов ("точки соприкосно-

вения"), в свою очередь, покроем интервалами, общая сумма длин

которых меньше
𝜀

2
. Таким образом,

∀𝜀 > 0 ∃̃︀𝑠(𝐸) = {̃︀Δ𝑛} :
∞∑︁

𝑛=1

|̃︀Δ𝑛| < |𝐸|* + 𝜀, |̃︀Δ𝑛| <
𝑑

2
∀𝑛
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Поскольку |̃︀Δ𝑛| <
𝑑

2
∀𝑛, то интервалы ̃︀Δ𝑛, покрывающие точки

𝐸1, не содержат точек 𝐸2, а интервалы, покрывающие точки 𝐸2, не
содержат точек 𝐸1. А это значит, что покрытие ̃︀𝑠(𝐸) распадается
на два непересекающихся покрытия ̃︀𝑠1(𝐸1) и ̃︀𝑠2(𝐸2). Тогда

∞∑︁
𝑛=1

|̃︀Δ𝑛| = 𝜎(𝑠) = 𝜎(𝑠1) + 𝜎(𝑠2) > |𝐸1|* + |𝐸2|*.

С другой стороны,
∞∑︁

𝑛=1

|̃︀Δ𝑛| < |𝐸|* + 𝜀.

Следовательно, |𝐸1|* + |𝐸2|* 6 |𝐸|*. Но по второму свойству внеш-
ней меры верно и неравенство |𝐸1|* + |𝐸2|* > |𝐸|*. Итак, получаем,
что |𝐸1|* + |𝐸2|* = |𝐸|*. �

4. ∀𝜀 > 0 и ∀𝐸 ∃𝐺 — открытое, 𝐺 ⊃ 𝐸 : |𝐺|* < |𝐸|* + 𝜀

Доказательство. В качестве 𝐺 можно взять объединение всех ин-
тервалов, составляющих такое покрытие 𝑠(𝐸) множества 𝐸, что
𝜎(𝑠) < |𝐸|* + 𝜀

Определение 2. Множество 𝐸 называется измеримым (по Лебегу), ес-
ли ∀𝜀 > 0 найдётся открытое множество 𝐺, содержащее 𝐸 и такое, что
|𝐺 ∖ 𝐸|* < 𝜀. При этом |𝐸| ≡ |𝐸|* называется мерой измеримого множе-
ства 𝐸.

Из определения меры Лебега и свойства 4 внешней меры следует, что
мера множества равна нулю тогда и только тогда, когда внешняя мера
множества равна нулю (|𝐸| = 0 ↔ |𝐸|* = 0).

Теорема 1. Любое открытое множество на прямой измеримо, а его мера
равна сумме длин составляющих его попарно не пересекающихся интер-
валов.
Доказательство. Достаточно взять 𝐺 = 𝐸. Поскольку множество 𝐸 —
открытое, inf 𝜎(𝑠(𝐸)) будет достигнут на покрытии, совпадающем с раз-
биением 𝐸 на попарно непересекающиеся интервалы. �

Теорема 2. Сумма конечного или счётного числа измеримых множеств
является измеримым множеством.
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Доказательство. Пусть 𝐸 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐸𝑛.

𝐸𝑛 измеримо ∀𝑛, поэтому

∀𝜀 > 0 ∀𝐸𝑛 ∃𝐺𝑛 — открытое, 𝐺𝑛 ⊃ 𝐸𝑛, |𝐺𝑛 ∖ 𝐸𝑛|* <
𝜀

2𝑛
.

Рассмотрим 𝐺 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐺𝑛. Получаем, что 𝐸 ⊂ 𝐺. Кроме того, если 𝑥 ∈

(𝐺 ∖ 𝐸), то 𝑥 ∋ 𝐸𝑛 ∀𝑛 и ∃𝑘 : 𝑥 ∈ 𝐺𝑘 ⇒ 𝑥 ∈ (𝐺𝑘 ∖ 𝐸𝑘). Поэтому

(𝐺 ∖ 𝐸) ⊂
∞⋃︀

𝑛=1

(𝐺𝑛 ∖ 𝐸𝑛).

Из свойств внешней меры получаем, что

|𝐺 ∖ 𝐸|* 6
∞∑︁

𝑛=1

|𝐺𝑛 ∖ 𝐸𝑛|* < 𝜀
∞∑︁

𝑛=1

2−𝑛 = 𝜀. �

Теорема 3. Любое замкнутое множество 𝐹 измеримо.
Доказательство.
а) Сначала рассмотрим случай, когда множество 𝐹 ограничено. По свой-
ству 4 внешней меры ∀𝜀 > 0 ∃𝐺 — открытое, |𝐺|* < |𝐹 |* + 𝜀. Множество
𝐹 — замкнутое, поэтому множество (𝐺 ∖ 𝐹 ) является открытым. А это
значит, что оно представимо в виде суммы 𝐺 ∖ 𝐹 =

⋃︀∞
𝑛=1 Δ𝑛 попарно не

пересекающихся интервалов Δ𝑛.

Для любого Δ = (𝑎, 𝑏) за Δ𝛼 будем обозначать интервал Δ𝛼 = (𝑎+𝛼, 𝑏−
𝛼), а за Δ𝛼 — сегмент Δ𝛼 = [𝑎 + 𝛼, 𝑏 − 𝛼] (имеется в виду, что 𝛼 < 𝑏−𝑎

2
,

в противном случае получаем пустые множества). Для каждого номера

𝑚 определим множества 𝐸𝑚 =
𝑚⋃︀

𝑛=1

Δ𝑛, 𝐸
𝛼
𝑚 =

𝑚⋃︀
𝑛=1

Δ𝛼
𝑛 и 𝐸𝛼

𝑚 =
𝑚⋃︀

𝑛=1

Δ𝛼
𝑛.

Так как ∀𝛼 > 0 и для всех 𝑛 множество 𝐸𝛼
𝑚 не имеет общих точек с

множеством 𝐹 , то в силу свойства 3 внешней меры

|𝐸𝛼
𝑚 ∪ 𝐹 |* = |𝐸𝛼

𝑚|* + |𝐹 |*.

Кроме того, ∀𝛼 > 0 и для всех 𝑛 множество 𝐸𝛼
𝑚 ∪ 𝐹 содержится в 𝐺,

поэтому
|𝐸𝛼

𝑚 ∪ 𝐹 |* 6 |𝐺|*.
Получаем, что

|𝐸𝛼
𝑚|* + |𝐹 |* 6 |𝐺|* 6 |𝐹 |* + 𝜀.

Так как мы рассматриваем случай ограниченного 𝐹 , то |𝐹 |* <∞. Таким
образом, |𝐸𝛼

𝑚|* 6 𝜀 (∀𝛼 > 0 и для всех 𝑛). Последовательно переходя
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в этом неравенстве к пределу при 𝛼 → 0 + 0 и 𝑛 → ∞, получим, что

|𝐺 ∖ 𝐹 |* =
∞⋃︀

𝑛=1

|Δ𝑛| 6 𝜀. А это означает, что 𝐹 измеримо.

б) Если множество 𝐹 не является ограниченным, то мы можем предста-

вить его в виде суммы 𝐹 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐹𝑛, где 𝐹𝑛 = 𝐹 ∩ [−𝑛;𝑛]. 𝐹 — замкнутое

⇒ множество 𝐹 ∩ [−𝑛;𝑛] тоже является замкнутым. Получаем, что каж-
дое 𝐹𝑛 замкнуто и ограничено, а значит, и измеримо в силу пункта а).
Но тогда и само множество 𝐹 тоже является измеримым по теореме 2.
Таким образом, теорема полностью доказана. �

Теорема 4. Если множество 𝐸 измеримо, то и его дополнение {𝐸 изме-
римо.
Доказательство. По определению измеримости ∀𝑛 ∈ R, 𝑛 > 0 найдёт-

ся открытое множество 𝐺𝑛, содержащее 𝐸 и такое, что |𝐺𝑛 ∖ 𝐸|* <
1

𝑛
.

Тогда 𝐹𝑛 = {𝐺𝑛 — замкнутое множество.

Заметим, что ∀𝐴, ∀𝐵 𝐴 ∖ 𝐵 = {𝐵 ∖ {𝐴. Поэтому {𝐸 ∖ 𝐹𝑛 = {𝐸 ∖ {𝐺𝑛 =
𝐺𝑛 ∖ 𝐸. А это значит, что

|𝐶𝐸 ∖ 𝐹𝑛|* = |𝐺𝑛 ∖ 𝐸|* <
1

𝑛
.

Рассмотрим множество 𝐹 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐹𝑛. Так как {𝐸∖𝐹 ⊂ {𝐸∖𝐹𝑛, то |{𝐸∖𝐹 |* 6

|{𝐸 ∖ 𝐹𝑛|* <
1

𝑛
. Поскольку это верно для любого 𝑛, то |{𝐸 ∖ 𝐹 |* = 0, а,

следовательно, это множество измеримо и |{𝐸 ∖ 𝐹 | = 0.

Получаем, что {𝐸 = ({𝐸 ∖𝐹 )∪𝐹 . Множество ({𝐸 ∖𝐹 ) измеримо, множе-
ство 𝐹 также измеримо в силу теорем 2 и 3. Следовательно, {𝐸 является
измеримым множеством. �

Следствие. Для того, чтобы множество 𝐸 было измеримо, необходимо
и достаточно, чтобы для ∀𝜀 > 0 нашлось замкнутое множество 𝐹 ⊂ 𝐸
такое, что |𝐸 ∖ 𝐹 |* < 𝜀.
Доказательство. Из теоремы следует, что измеримость множества 𝐸
эквивалентна измеримости множества {𝐸, то есть эквивалентна требо-
ванию

∀𝜀 > 0 ∃𝐺 — открытое, 𝐺 ⊃ {𝐸, |𝐺 ∖ {𝐸|* < 𝜀.
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В силу того, что {𝐸1 ∖ {𝐸2 ≡ 𝐸2 ∖ 𝐸1,это эквивалентно требованию

∀𝜀 > 0 ∃𝐹 = {𝐺 — замкнутое, 𝐹 ⊂ 𝐸, |𝐸∖𝐹 |* = |{𝐹∖{𝐸|* = |𝐺∖{𝐸|* < 𝜀,

a это выполняется по условию следствия. �

Теорема 5. Пересечение конечного или счётного числа измеримых мно-
жеств измеримо.
Доказательство. Пусть даны измеримые множества 𝐸1, 𝐸2, . . . , их пе-

ресечение — 𝐸 =
∞⋂︀

𝑛=1

𝐸𝑛. Тогда верно равенство {𝐸 =
∞⋃︀

𝑛=1

{𝐸𝑛, а, следо-

вательно, и равенство 𝐸 = {(
∞⋃︀

𝑛=1

{𝐸𝑛). Для любого номера 𝑛 множества

𝐸𝑛 измеримы ⇒ измеримы {𝐸𝑛 ⇒ измеримо 𝐸. �

Теорема 6. Если множества 𝐴 и 𝐵 измеримы, то множество 𝐴∖𝐵 также
измеримо.
Доказательство. Вытекает из предыдущих теорем и тождества 𝐴∖𝐵 ≡
𝐴 ∩ {𝐵. �

Теорема 7 (𝜎-аддитивность меры). Пусть измеримое множество 𝐸
представимо в виде конечного или счётного объединения попарно не пе-
ресекающихся измеримых множеств. Тогда его мера равна сумме мер
этих множеств.
Доказательство.
а) Сначала рассмотрим случай, когда все 𝐸𝑛 ограничены.
По следствию из теоремы 4 для любого 𝜀 > 0 и для каждого номера 𝑛

найдётся замкнутое множество 𝐹𝑛 ⊂ 𝐸𝑛 такое, что |𝐸𝑛 ∖ 𝐹𝑛| <
𝜀

2𝑛
(все

фигурирующие в доказательстве множества измеримы, поэтому вместо
внешней меры будем писать просто меру). Все множества 𝐹𝑛 ограни-
чены, замкнуты и попарно не пересекаются, поэтому в силу свойства 3
внешней меры для любого конечного 𝑚 выполняется равенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑚⋃︁

𝑘=1

𝐹𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑚∑︁
𝑘=1

|𝐹𝑘|.

С другой стороны, 𝐸𝑛 = (𝐸 ∖ 𝐹𝑛) ∪ 𝐹𝑛, поэтому |𝐸𝑛| 6 |𝐸𝑛 ∖ 𝐹𝑛|+ |𝐹𝑛| <
|𝐹𝑛|+

𝜀

2𝑛
. Получаем, что

𝑚∑︁
𝑘=1

|𝐸𝑘| 6
𝑚∑︁

𝑘=1

|𝐹𝑘|+ 𝜀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚⋃︁
𝑘=1

𝐹𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝜀.
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Так как сумма всех множеств 𝐹𝑘 содержится в 𝐸, то для любого номера
𝑚 ⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑚⋃︁

𝑘=1

𝐹𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 |𝐸|.

Но тогда
𝑚∑︁

𝑘=1

|𝐸𝑘| 6 |𝐸|+ 𝜀.

Перейдём в этом неравенстве к пределу при 𝑚 → ∞, 𝜀 → 0. Получаем,
что

∞∑︁
𝑘=1

|𝐸𝑘| 6 |𝐸|.

С другой стороны,
∞⋃︀

𝑘=1

𝐸𝑘 = 𝐸, поэтому в силу свойства 2 внешней меры

∞∑︁
𝑘=1

|𝐸𝑘| > |𝐸|.

Из двух последних неравенств следует, что
∞∑︀

𝑘=1

|𝐸𝑘| = |𝐸|, а это и требо-

валось доказать.

б) Пусть теперь множества 𝐸𝑛 не обязательно являются ограниченны-
ми. Тогда введём в рассмотрение множества 𝐸𝑘

𝑛 = 𝐸𝑛 ∩ (𝑘− 1 6 |𝑥| < 𝑘),
которые будут являться ограниченными.

Так как 𝐸 =
∞∑︀

𝑛=1

∞∑︀
𝑘=1

𝐸𝑘
𝑛, то

|𝐸| =
∞∑︁

𝑛=1

∞∑︁
𝑘=1

|𝐸𝑘
𝑛| =

∞∑︁
𝑛=1

|𝐸𝑛|.

Таким образом, теорема полностью доказана. �

Определение 3. Множество 𝐺 называется множеством типа 𝐺𝛿, если
оно представимо в виде пересечения счётного числа открытых множеств

𝐺𝑛 (𝐺 =
∞⋂︀

𝑛=1

𝐺𝑛), и множеством типа 𝐹𝜎, если 𝐸 представимо в виде

суммы счётного числа замкнутых множеств 𝐹𝑛 (𝐹 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐹𝑛).
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Теорема 8.Для любого измеримого множества 𝐸 существует множество
𝐸1 типа 𝐺𝛿 и множество 𝐸2 типа 𝐹𝜎 такие, что 𝐸1 ⊃ 𝐸 ⊃ 𝐸2 и |𝐸1| =
|𝐸| = |𝐸2|.
Доказательство. В силу измеримости 𝐸 и следствия из теоремы 4 для
любого номера 𝑛 ∈ N ∃𝐺𝑛 ⊃ 𝐸, ∃𝐹𝑛 ⊂ 𝐸 такие, что

|𝐺𝑛 ∖ 𝐸| <
1

𝑛
, |𝐸 ∖ 𝐹𝑛| <

1

𝑛
.

Положим 𝐸1 =
∞⋂︀

𝑛=1

𝐺𝑛, 𝐸2 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝐹𝑛. Так как для любого номера 𝑛

𝐸1 ∖ 𝐸 ⊂ 𝐺𝑛 ∖ 𝐸, 𝐸 ∖ 𝐸2 ⊂ 𝐸 ∖ 𝐹𝑛,

то верны неравенства

|𝐸1 ∖ 𝐸| <
1

𝑛
, |𝐸 ∖ 𝐸2| <

1

𝑛
.

В силу произвольности 𝑛 это означает, что |𝐸1 ∖𝐸| = 0 и |𝐸 ∖𝐸2| = 0, а,
значит, |𝐸1| = |𝐸| = |𝐸2|. �

§3. Измеримые функции

Обозначим символом 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] множество

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] = {𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑓(𝑥) > 𝑎}.

В дальнейшем мы рассматриваем только функции, определённые на из-
меримых множествах, и допускаем, что они могут принимать значения
−∞,+∞.

Определение 1. Функция 𝑓(𝑥), определенная на измеримом множестве
𝐸, называется измеримой на 𝐸, если ∀𝑎 ∈ R 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] — измеримое
множество.

Свойства измеримых функций:

1. Для того, чтобы функция 𝑓(𝑥) была измеримой на множестве 𝐸,
необходимо и достаточно, чтобы при любом 𝑎 ∈ R одно из множеств

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎], 𝐸[𝑓(𝑥) 6 𝑎], 𝐸[𝑓(𝑥) < 𝑎]
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было измеримо.
Доказательство.
Тот факт, что измеримость ∀𝑎 ∈ R множества 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] является
необходимым и достаточным условием измеримости функции 𝑓(𝑥)
на множестве 𝐸, следует из следующих соотношений:

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] =
∞⋃︁

𝑛=1

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎+
1

𝑛
],

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] =
∞⋂︁

𝑛=1

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎− 1

𝑛
].

Тот факт, что измеримость ∀𝑎 ∈ R множества 𝐸[𝑓(𝑥) 6 𝑎] является
необходимым и достаточным условием измеримости функции 𝑓(𝑥)
на множестве 𝐸, следует из соотношения

𝐸[𝑓(𝑥) 6 𝑎] = 𝐸 ∖ 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎].

Тот факт, что измеримость ∀𝑎 ∈ R множества 𝐸[𝑓(𝑥) < 𝑎] является
необходимым и достаточным условием измеримости функции 𝑓(𝑥)
на множестве 𝐸, следует из соотношения

𝐸[𝑓(𝑥) < 𝑎] = 𝐸 ∖ 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎]. �

2. Если функция 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸, то она измерима и
на любом измеримом подмножестве 𝐸1 ⊂ 𝐸.
Доказательство. Это непосредственно следует из тождества

𝐸1[𝑓(𝑥) > 𝑎] ≡ 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] ∩ 𝐸1.

3. Если функция 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸𝑘 (при всех номерах

𝑘), то она измерима и на их объединении 𝐸 =
∞⋃︀

𝑘=1

𝐸𝑘.

Доказательство. Это непосредственно следует из тождества

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] =
∞⋃︁

𝑘=1

𝐸𝑘[𝑓(𝑥) > 𝑎].

4. Любая функция измерима на множестве меры 0 (так как любое
подмножество меры 0 имеет меру 0 и измеримо).

Определение 2. Функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) называются эквивалентны-
ми на множестве 𝐸, если |𝐸[𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)]| = 0.
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5. Если 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸, то и любая эквивалентная ей
на 𝐸 функция 𝑔(𝑥) измерима на 𝐸.
Доказательство. Рассмотрим множества 𝐸0 = 𝐸[𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)] и
𝐸1 = 𝐸 ∖𝐸0. В силу свойства 2 𝑓(𝑥) измерима на 𝐸1, 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) на
𝐸1 ⇒ 𝑔(𝑥) измерима на 𝐸1. С другой стороны, по свойству 4 𝑔(𝑥)
измерима на 𝐸0, так как это множество имеет меру 0 (в силу экви-
валентности 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)). Получаем, что 𝑔(𝑥) измерима на всём 𝐸
(в силу свойства 3). �

Определение 3. Говорят, что какое-то свойство выполняется по-
чти всюду на множестве 𝐸, если множество точек, на которых это
свойство не выполняется, имеет меру 0.

6. Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна почти всюду на измеримом множе-
стве 𝐸, то она измерима на этом множестве.
Доказательство. Обозначим через 𝑅 ⊂ 𝐸 подмножество всех то-
чек разрыва 𝑓(𝑥). Поскольку 𝑓(𝑥) непрерывна на 𝐸 почти всюду,
𝑅 имеет меру 0. Поэтому в силу свойств 3 и 4 достаточно дока-
зать измеримость 𝑓(𝑥) на множестве 𝐸1 = 𝐸 ∖𝑅. В силу теоремы 8
S2 существует множество 𝐸2 типа 𝐹𝜎, содержащееся в 𝐸1 и такое,
что |𝐸2| = |𝐸1| = |𝐸|. Опять же, в силу свойств 3 и 4 достаточно
доказать, что 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸2. Но 𝐸2 является мно-
жеством типа 𝐹𝜎, поэтому оно представимо в виде счётной суммы
замкнутых множеств 𝐹𝑛. На каждом из 𝐹𝑛 функция 𝑓(𝑥) является
непрерывной⇒ при любом вещественном 𝑎 множество 𝐹𝑛[𝑓(𝑥) > 𝑎]
замкнуто, а значит, и измеримо. Таким образом, 𝑓(𝑥) измерима на
всех 𝐹𝑛, поэтому она измерима и на 𝐸2. Свойство доказано. �

Замечание. Эквивалентность 𝑓(𝑥) на множестве 𝐸 некоторой непре-
рывной функции следует отличать от непрерывности 𝑓(𝑥) почти
всюду на 𝐸. Например, функция Дирихле

𝐷(𝑥) =

{︃
1, если 𝑥 ∈ Q
0, если 𝑥 /∈ Q

разрывна в каждой точке, но эквивалентна на сегменте [0; 1] непре-
рывной функции 𝑔(𝑥) ≡ 0 (поскольку на этом сегменте 𝐷(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)
только на множестве рациональных точек, которое счётно и потому
имеет меру 0) и, следовательно, является измеримой на [0; 1].

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸. Тогда функ-
ции |𝑓(𝑥)|, 𝑐 · 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) + 𝑐 (где c = const) также измеримы на 𝐸. Мно-
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жество 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)] измеримо в том случае, если 𝑔(𝑥) — измеримая
функция.
Доказательство.
1) Достаточно рассмотреть следующие соотношения, выполняющиеся
для любого вещественного 𝑎:

𝐸[|𝑓(𝑥)| > 𝑎] =

{︃
𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] ∪ 𝐸[𝑓(𝑥) 6 −𝑎], если 𝑎 > 0

𝐸, если 𝑎 < 0

𝐸[𝑓(𝑥) + 𝑐 > 𝑎] = 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎− 𝑐],

𝐸[𝑐 · 𝑓(𝑥) > 𝑎] =

{︃
𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎

𝑐
], если 𝑐 > 0

𝐸[𝑓(𝑥) 6 𝑎
𝑐
], если 𝑐 < 0

Из них следует, что 𝐸[|𝑓(𝑥)| > 𝑎] и 𝐸[𝑓(𝑥)+𝑐 > 𝑎] являются измеримыми
множествами, множество 𝐸[𝑐 · 𝑓(𝑥) > 𝑎] измеримо при 𝑐 ̸= 0, поэтому со-
ответствующие функции измеримы на 𝐸 (при 𝑐 = 0 функция 𝑐 · 𝑓(𝑥) ≡ 0
и также является измеримой).

2) Занумеруем все рациональные числа 𝑟𝑘 действительной оси, тогда

𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)] =
⋃︁
𝑟𝑘

(𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑟𝑘] ∩ 𝐸[𝑔(𝑥) < 𝑟𝑘]).

Поэтому в случае измеримости функции 𝑔(𝑥) множество 𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)]
также будет являться измеримым. �

Теорема 2. Пусть функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) измеримы на множестве 𝐸. Тогда

функции 𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
(при 𝑔(𝑥) ̸= 0) также измеримы на

множестве 𝐸.
Доказательство. Рассмотрим следующее соотношение:

𝐸[𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥) > 𝑎] = 𝐸[𝑓(𝑥) > ∓𝑔(𝑥) + 𝑎].

В силу теоремы 1 из него следует, что функции 𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥) измеримы на
множестве 𝐸.

𝐸[𝑓 2(𝑥) > 𝑎] =

{︃
𝐸[|𝑓(𝑥)| >

√
𝑎], если 𝑎 > 0

𝐸, если 𝑎 < 0

Из этого неравенства вытекает, что функция 𝑓 2(𝑥) является измеримой
на 𝐸.

𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) =
1

4
[(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))2 − (𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥))2]
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Так как измеримость квадрата измеримой функции только что была до-
казана, функция 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) также измерима на 𝐸.
Если 𝑔 ̸= 0, то

𝐸[
1

𝑔(𝑥)
> 𝑎] =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐸[𝑔(𝑥) > 0] ∩ 𝐸[𝑔(𝑥) < 1

𝑎
], если 𝑎 > 0

𝐸[𝑔(𝑥) > 0], если 𝑎 = 0

𝐸[𝑔(𝑥) > 0] ∪ 𝐸[𝑔(𝑥) < 1
𝑎
], если 𝑎 < 0

Из этих соотношений вытекает измеримость функции
1

𝑔(𝑥)
⇒ функция

𝑓(𝑥) · 1

𝑔(𝑥)
=
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
также является измеримой на 𝐸. �

Теорема 3. Пусть E — измеримое множество, на котором определена
последовательность измеримых функций 𝑓𝑛(𝑥). Тогда 𝑓(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥)

и 𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) этой последовательности — измеримые функции.

Доказательство. Рассмотрим функции

𝜙(𝑥) = inf
𝑛
𝑓𝑛(𝑥), 𝜓(𝑥) = sup

𝑛
𝑓𝑛(𝑥).

Они являются измеримыми на множестве 𝐸, так как

𝐸[𝜙(𝑥) < 𝑎] =
∞⋃︁

𝑛=1

𝐸[𝑓𝑛(𝑥) < 𝑎],

𝐸[𝜓(𝑥) > 𝑎] =
∞⋃︁

𝑛=1

𝐸[𝑓𝑛(𝑥) > 𝑎].

Теперь представим функции 𝑓(𝑥) и 𝑓(𝑥) в виде

𝑓(𝑥) = sup
𝑛>1
{ inf

𝑘>𝑛
𝑓𝑘(𝑥)}, 𝑓(𝑥) = inf

𝑛>1
{sup

𝑘>𝑛
𝑓𝑘(𝑥)}.

В силу измеримости функций 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) функции 𝑓(𝑥) и 𝑓(𝑥) также
являются измеримыми на 𝐸. �

Теорема 4. Пусть 𝐸 — измеримое множество, и на нем определена по-
следовательность измеримых функций {𝑓𝑛(𝑥)}. Пусть {𝑓𝑛(𝑥)} почти всю-
ду сходится к функции 𝑓(𝑥). Тогда 𝑓(𝑥) измерима на 𝐸.
Доказательство. Пусть {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) на 𝐸 всюду, кроме мно-
жества 𝐸0 меры 0. Получаем, что 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸 ∖ 𝐸0
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(в силу теоремы 3, поскольку на 𝐸 ∖ 𝐸0 функция 𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) =

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)) и измерима на множестве 𝐸0, так как оно имеет

меру 0. Следовательно, 𝑓(𝑥) измерима на (𝐸 ∖ 𝐸0) ∪ 𝐸0 = 𝐸. �

Определение 4. Пусть 𝐸 — измеримое множество, 𝑓𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . . ),
𝑓(𝑥) — измеримые, почти всюду конечные на множестве 𝐸 функции.
Говорят, что последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) по мере на
множестве 𝐸, если для любого 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

|𝐸[|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀]| = 0,

то есть если для любых 𝜀 > 0, 𝛿 > 0 найдётся номер 𝑁 = 𝑁(𝜀, 𝛿) такой,
что при любом номере 𝑛 > 𝑁 справедливо неравенство

|𝐸[|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀]| < 𝛿.

Теорема 5 (теорема Лебега). Пусть 𝐸 — измеримое множество ко-
нечной меры, функции 𝑓𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . . ) и 𝑓(𝑥) измеримы и почти
всюду конечны на 𝐸. Тогда из сходимости последовательности {𝑓𝑛(𝑥)} к
𝑓(𝑥) почти всюду на 𝐸 вытекает сходимость {𝑓𝑛(𝑥)} к 𝑓(𝑥) по мере на
множестве 𝐸.
Доказательство. Рассмотрим множества

𝐴 = 𝐸[|𝑓(𝑥)| = +∞],

𝐴𝑛 = 𝐸[|𝑓𝑛(𝑥)| = +∞],

𝐵 = 𝐸 ∖ 𝐸[ lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)],

𝐶 = 𝐴 ∪𝐵 ∪
∞⋃︁

𝑛=1

𝐴𝑛.

Тогда по условию теоремы |𝐶| = 0 и всюду на множестве 𝐸 ∖𝐶 последо-
вательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥), а все функции 𝑓𝑛(𝑥) и 𝑓(𝑥) имеют
конечные значения.

Фиксируем произвольное 𝜀. Рассмотрим множества

𝐸𝑛 = 𝐸[|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀],

𝑅𝑛 =
∞⋃︁

𝑘=𝑛

𝐸𝑘, 𝑅 =
∞⋂︁

𝑛=1

𝑅𝑛.
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Поскольку 𝐸𝑛 ⊂ 𝑅𝑛, справедливо неравенство |𝐸𝑛| 6 |𝑅𝑛|, и для доказа-
тельства теоремы достаточно доказать, что |𝑅𝑛| → 0 при 𝑛→∞.

Сначала докажем, что |𝑅𝑛| → |𝑅| при 𝑛→∞. По построению 𝑅𝑛+1 ⊂ 𝑅𝑛

для каждого номера 𝑛, поэтому для любого 𝑛

𝑅𝑛 ∖𝑅 =
∞⋃︁

𝑘=𝑛

(𝑅𝑘 ∖𝑅𝑘+1).

Заметим, что суммируемые множества попарно не пересекаются. Поэто-
му для каждого 𝑛

|𝑅𝑛 ∖𝑅| =
∞∑︁

𝑘=𝑛

|𝑅𝑘 ∖𝑅𝑘+1|.

В силу того, что множество 𝐸 имеет конечную меру, |𝑅𝑛 ∖ 𝑅| < ∞. По-
этому ряд

|𝑅1 ∖𝑅| =
∞∑︁

𝑘=1

|𝑅𝑘 ∖𝑅𝑘+1|

сходится, а его остаток |𝑅𝑛 ∖ 𝑅| → 0 при 𝑛 → ∞. В силу того, что
𝑅𝑛 = (𝑅𝑛 ∖𝑅)∪𝑅, выполняется равенство |𝑅𝑛| = |𝑅𝑛 ∖𝑅|+ |𝑅|. Посколь-
ку |𝑅𝑛 ∖ 𝑅| → 0 при 𝑛 → ∞, то |𝑅𝑛| → |𝑅| при 𝑛 → ∞. Теперь для
доказательства теоремы достаточно доказать, что |𝑅| = 0. В силу того,
что |𝐶| = 0, достаточно доказать, что 𝑅 ⊂ 𝐶.

Пусть 𝑥0 — любая точка, не принадлежащая 𝐶. Тогда для произвольного
фискированного нами 𝜀 > 0 найдётся номер 𝑁 = 𝑁(𝑥0, 𝜀) такой, что при
любом 𝑛 > 𝑁 верно неравенство |𝑓𝑛(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀. Это означает, что
при 𝑛 > 𝑁 точка 𝑥0 /∈ 𝐸𝑛 ⇒ при 𝑛 > 𝑁 точка 𝑥0 /∈ 𝑅𝑛 ⇒ точка 𝑥0 /∈ 𝑅.

Итак, любая точка, не принадлежащая 𝐶, не принадлежит и 𝑅. Это озна-
чает, что {𝐶 ⊂ {𝑅. Следовательно, 𝑅 ⊂ 𝐶. Теорема доказана. �

Замечание 1. Ключевым в теореме Лебега является ограничение конеч-
ности меры множества 𝐸. На множестве бесконечной меры из сходимости
почти всюду сходимость по мере, вообще говоря, не следует. Пример:

𝑓𝑛(𝑥) =

{︃
1, если 𝑥 ∈ [𝑛, 𝑛+ 1]

0 иначе

Получаем, что

𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥) = 0 на R, но при этом |𝐸[|𝑓𝑛(𝑥)− 0| > 1

2
]| = 1.
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Замечание 2. Из сходимости по мере, вообще говоря, не следует сходи-
мость почти всюду. Например, рассмотрим такую систему сегментов:

𝐼1 = [0; 1]

𝐼2 =

[︂
0;

1

2

]︂
, 𝐼3 =

[︂
1

2
; 1

]︂
𝐼4 =

[︂
0;

1

4

]︂
, 𝐼5 =

[︂
1

4
;
1

2

]︂
, 𝐼6 =

[︂
1

2
;
3

4

]︂
, 𝐼7 =

[︂
3

4
; 1

]︂
и так далее.

Определим на сегменте [0; 1] последовательность функций {𝑓𝑛(𝑥)}, где

𝑓𝑛(𝑥) =

{︃
1, если 𝑥 ∈ 𝐼𝑛
0 если 𝑥 ∈ [0; 1] ∖ 𝐼𝑛

Получаем, что последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} расходится в каждой точке
сегмента [0; 1], но при этом сходится к функции 𝑓(𝑥) ≡ 0 по мере на этом
же сегменте.

Теорема 6 (теорема Рисса). Пусть E — измеримое множество конеч-
ной меры, функции 𝑓𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . . ) и 𝑓(𝑥) измеримы и почти всюду
конечны на 𝐸. Тогда, если последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥)
по мере на множестве 𝐸, то из неё можно выделить подпоследователь-
ность {𝑓𝑛𝑘

(𝑥)}, сходящуюся к 𝑓(𝑥) почти всюду на множестве 𝐸.
Доказательство. Не ограничивая общности, можем считать, что функ-
ции 𝑓𝑛(𝑥) и 𝑓(𝑥) принимают конечные значения всюду на множестве 𝐸
(если это не так, то мы можем, как в доказательстве теоремы 5, исклю-
чить из рассмотрения множество меры 0, где эти функции не конечны).

Последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) по мере на множестве 𝐸,
поэтому для любого номера 𝑘 ∈ N найдётся номер 𝑛𝑘 такой, что для меры

множества 𝐸𝑘 = 𝐸[|𝑓𝑛𝑘
− 𝑓(𝑥)| > 1

𝑘
] справедливо неравенство |𝐸𝑘| <

1

2𝑘
.

Положим𝑅𝑛 =
∞⋃︀

𝑘=𝑛

𝐸𝑘, 𝑅 =
∞⋂︀

𝑛=1

𝑅𝑛. Тогда |𝑅𝑛| 6
∞∑︀

𝑘=𝑛

|𝐸𝑘| <
∞∑︀

𝑘=𝑛

1

2𝑛
<

1

2𝑛−1
.

Таким образом, |𝑅𝑛| → 0 при 𝑛 → ∞. Как и в теореме 5, доказываем,
что |𝑅𝑛| → |𝑅| при 𝑛→∞. Тем самым мы получаем, что |𝑅| = 0.
Докажем, что подпоследовательность {𝑓𝑛𝑘

(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) всюду на
множестве 𝐸 ∖𝑅. Пусть 𝑥 — произвольная точка 𝐸 ∖𝑅. Тогда 𝑥 не при-
надлежит 𝑅𝑁 при некотором 𝑁 = 𝑁(𝑥). Но это означает, что 𝑥 не при-
надлежит множеству 𝐸𝑘 при всех 𝑘 > 𝑁(𝑥). Таким образом, для всех

𝑘 > 𝑁(𝑥) |𝑓𝑛𝑘
(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 1

𝑘
, то есть подпоследовательность {𝑓𝑛𝑘

(𝑥)}
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сходится к 𝑓(𝑥). �

Теорема 7. Пусть E — измеримое множество конечной меры, функции
𝑓𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . . ), 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) измеримы и почти всюду конечны на 𝐸,
последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) и к 𝑔(𝑥) по мере на 𝐸. Тогда
𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) эквивалентны.
Доказательство. В силу того, что {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) и к 𝑔(𝑥) по
мере на множестве 𝐸, для любого 𝜀 > 0 справедливы неравенства⃒⃒⃒

𝐸
[︁
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀

2

]︁⃒⃒⃒
= 0,

⃒⃒⃒
𝐸
[︁
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 𝜀

2

]︁⃒⃒⃒
= 0.

Тогда в силу соотношения

∀𝜀 > 0 𝐸[|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 𝜀] ⊂

⊂
(︂
𝐸
[︁
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀

2

]︁
∪ 𝐸

[︁
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 𝜀

2

]︁)︂
,

для любого 𝜀 > 0 справедливо неравенство

|𝐸[|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 𝜀]| 6

6
⃒⃒⃒
𝐸
[︁
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀

2

]︁⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝐸
[︁
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 𝜀

2

]︁⃒⃒⃒
= 0.

Следовательно,

∀𝜀 > 0 |𝐸[|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 𝜀]| = 0.

Далее, из соотношения

𝐸[𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)] =
∞⋃︁

𝑛=1

𝐸

[︂
|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 1

𝑛

]︂
следует, что

|𝐸[𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)]| 6
∞∑︁

𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
𝐸

[︂
|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)| > 1

𝑛

]︂⃒⃒⃒⃒
.

Все суммируемые нормы в правой части равенства равны 0, поэтому
|𝐸[𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)]| = 0, а это означает, что функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) эквива-
лентны. �

Теорема 8 (теорема Егорова). Пусть 𝐸 — измеримое множество ко-
нечной меры, функции 𝑓𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . . ) и 𝑓(𝑥) измеримы и почти
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всюду конечны на 𝐸, последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) почти
всюду на 𝐸. Тогда для любого 𝛿 > 0 существует такое измеримое мно-
жество 𝐸𝛿 ⊂ 𝐸, что |𝐸𝛿| > |𝐸|−𝛿 и на множестве 𝐸𝛿 последовательность
{𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) равномерно.

Теорема 9 (теорема Лузина). Пусть 𝐸 — измеримое множество ко-
нечной меры, функция 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸. Тогда для любого
𝜀 > 0 существует множество 𝐸𝜀 ⊂ 𝐸 такое, что |𝐸𝜀| > |𝐸| − 𝜀, а функция
𝜙(𝑥) такая, что 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥) на 𝐸𝜀 ("сужение" функции 𝑓(𝑥) на множе-
ство 𝐸𝜀), является непрерывной на 𝐸𝜀.

§4. Интеграл Лебега

4.1. Интеграл Лебега от ограниченной функции на из-

меримом множестве конечной меры

|𝑓(𝑥)| 6𝑀, |𝐸| < +∞.

Назовем разбиением множества 𝐸 конечный набор 𝑇 его подмножеств,
попарно не пересекающихся и составляющих его в объединении:

𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗;
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐸𝑘 = 𝐸; 𝑇 = {𝐸𝑘}𝑛
𝑘=1.

Рассмотрим на измеримом множестве 𝐸 конечной меры произвольную
ограниченную функцию 𝑓(𝑥). Для произвольного разбиения 𝑇 = {𝐸𝑘}𝑛

𝑘=1

множества 𝐸 обозначим символами 𝑀𝑘 и 𝑚𝑘 соответственно точную
верхнюю и точную нижнюю грани функции 𝑓(𝑥) на множестве 𝐸𝑘:

𝑀𝑘 = sup
𝑥∈𝐸𝑘

𝑓(𝑥), 𝑚𝑘 = inf
𝑥∈𝐸𝑘

𝑓(𝑥).

Кроме того, определим верхнюю интегральную сумму 𝑆𝑇 и нижнюю
интегральную сумму 𝑠𝑇 разбиения 𝑇 следующим образом:

𝑆𝑇 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑀𝑘|𝐸𝑘|, 𝑠𝑇 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘|𝐸𝑘|.

Очевидно, что 𝑠𝑇 6 𝑆𝑇 при любом разбиении 𝑇 .

Для любой ограниченной на множестве конечной меры 𝐸 функции 𝑓(𝑥)
как множество всех верхних интегральных сумм {𝑆𝑇}, так и множество
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всех нижних интегральных сумм {𝑠𝑇} (отвечающих всевозможным раз-
биениям 𝑇 множества 𝐸) ограничено. Поэтому существует inf

𝑇
𝑆𝑇 = 𝐼, ко-

торый мы назовём верхним интегралом Лебега, и существует sup
𝑇
𝑠𝑇 = 𝐼,

который мы назовём нижним интегралом Лебега.

Определение 1. Если 𝐼 = 𝐼 = 𝐼, то функция 𝑓(𝑥) называется интегри-
руемой по Лебегу на множестве 𝐸.При этом 𝐼 называется интегралом
Лебега от функции 𝑓(𝑥) по множеству 𝐸 и обозначается

𝐼 =

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Разбиение 𝑇 * = {𝐸*𝑖 }𝑚
𝑖=1 будем называть измельчением разбиения 𝑇 =

{𝐸𝑘}𝑛
𝑘=1, если для любого номера 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, найдётся номер 𝜈(𝑖) та-

кой, что 1 6 𝜈(𝑖) 6 𝑛 и 𝐸*𝑖 ⊂ 𝐸𝜈(𝑖). При этом, очевидно, выполняется
равенство

⋃︀
𝜈(𝑖)=𝑘

𝐸*𝑖 = 𝐸𝑘.

Точная верхняя грань подмножества 𝐸*𝑖 ⊂ 𝐸𝑘 всегда не превосходит точ-
ную верхнюю грань всего множества 𝐸𝑘, поэтому для всех номеров 𝑖,
для которых 𝜈(𝑖) = 𝑘, справедливо неравенство𝑀*

𝑖 6𝑀𝑘. Применим это
неравенство:

𝑆𝑇 * =
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑀*
𝑖 |𝐸*𝑖 | =

𝑛∑︁
𝑘=1

∑︁
𝜈(𝑖)=𝑘

𝑀*
𝑖 |𝐸*𝑘 | 6

6
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝜈(𝑖)=𝑘

𝑀𝑘|𝐸*𝑖 | =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑀𝑘

∑︁
𝜈(𝑖)=𝑘

|𝐸*𝑖 | =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑀𝑘|𝐸𝑘| = 𝑆𝑇 .

Таким образом, выполняются неравенства 𝑆𝑇 * 6 𝑆𝑇 , 𝑠𝑇 * > 𝑠𝑇 (доказа-
тельство второго неравенства проводится аналогично).

Разбиение 𝑇 будем называть произведением множеств 𝑇1 и 𝑇2, если оно
состоит из множеств, являющихся пересечениями всевозможных пар эле-
ментов 𝑇1 и 𝑇2.

Очевидно, что 𝑇 является измельчением 𝑇1 и 𝑇2. Таким образом, для
двух произвольных разбиений 𝑇1, 𝑇2 и их произведения 𝑇 справедливы
неравенства 𝑠𝑇1 6 𝑠𝑇 , 𝑆𝑇 6 𝑆𝑇2 . Кроме того, 𝑠𝑇 6 𝑆𝑇 . Из этих неравенств
следует, что 𝑠𝑇1 6 𝑠𝑇 6 𝑆𝑇 6 𝑆𝑇2 , то есть 𝑠𝑇1 6 𝑆𝑇2 для любых двух
произвольных разбиений 𝑇1, 𝑇2.
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Фиксируем произвольное разбиение 𝑇2. Так как для любого разбиения
𝑇1 выполняется неравенство 𝑠𝑇1 6 𝑆𝑇2 , то 𝑆𝑇2 является одной из верх-
них граней множества {𝑠𝑇1}, поэтому sup

𝑇
𝑠𝑇1 = 𝐼 6 𝑆𝑇2 . Но так как

𝐼 6 𝑆𝑇2 для произвольного фиксированного нами разбиения 𝑇2, то 𝐼 яв-
ляется одной из нижних граней множества {𝑆𝑇2}, а это означает, что
inf
𝑇
𝑆𝑇2 = 𝐼 > 𝐼.

Итак, верхний и нижний интегралы Лебега связаны соотношением 𝐼 6 𝐼.

Теорема 1. Если функция 𝑓(𝑥) интегрируема по Риману на сегменте
[𝑎; 𝑏], то она интегрируема по Лебегу на этом сегменте, причем интегра-
лы Лебега и Римана от 𝑓(𝑥) совпадают.
Доказательство. Римановское разбиение — частный случай разбиения
Лебега; точная верхняя грань подмножества не превосходит точной верх-
ней грани всего множества, точная нижняя грань множества не превос-
ходит точной нижней грани подмножества, поэтому

𝐼𝑅 6 𝐼𝐿 6 𝐼𝐿 6 𝐼𝑅.

Интегрируемость функции 𝑓(𝑥) по Риману означает, что 𝐼𝑅 = 𝐼𝑅 = 𝐼𝑅.
Из этого следует, что

𝐼𝐿 = 𝐼𝐿 = 𝐼𝑅 = 𝐼𝑅 = 𝐼𝐿 = 𝐼𝑅. �

Пример. Рассмотрим следующую функцию:

𝑓(𝑥) =

{︃
0, если 𝑥 ∈ Q ∩ [0; 1]

1, если 𝑥 ∈ [0; 1] ∖Q

Она не интегрируема по Риману на сегменте [0; 1], так как 𝐼𝑅 = 0, 𝐼𝑅 = 1.
Разобьем сегмент [0; 1] на два множества:

𝐸1 = Q ∩ [0; 1], 𝐸2 = [0; 1] ∖ 𝐸1

Тогда 𝑚1 = 𝑀1 = 0, 𝑚2 = 𝑀2 = 1. Поэтому

𝑆 =
∑︀2

𝑖=1𝑀𝑖|𝐸𝑖| = 1

𝑠 =
∑︀2

𝑖=1𝑚𝑖|𝐸𝑖| = 1

⃒⃒⃒⃒
=> 𝐼𝐿 = 1.

Таким образом, функция 𝑓(𝑥) не интегрируема по Риману на сегменте
[0; 1], но является интегрируемой по Лебегу на этом же сегменте.
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Теорема 2. Любая ограниченная и измеримая на измеримом множестве
𝐸 конечной меры функция 𝑓(𝑥) интегрируема по Лебегу на этом множе-
стве.
Доказательство. Положим 𝑚 = inf

𝐸
𝑓(𝑥), 𝑀 = sup

𝐸
𝑓(𝑥). С помощью то-

чек 𝑚 = 𝑦0 < 𝑦1 < · · · < 𝑦𝑘 = 𝑀 разобьём сегмент [𝑚,𝑀 ] на частичные
сегменты [𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘] (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛) и введём обозначение

𝛿 = max
16𝑘6𝑛

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1).

Разобьём множество 𝐸 на сегменты

𝐸1 = 𝐸[𝑦0 6 𝑓(𝑥) 6 𝑦1],

𝐸𝑘 = 𝐸[𝑦𝑘−1 6 𝑓(𝑥) 6 𝑦𝑘], 𝑘 = 2, 𝑛.

Такое разбиение 𝑇 = {𝐸𝑘}𝑛
𝑘=1 множества 𝐸 называется лебеговским раз-

биением 𝐸. Верхняя и нижняя суммы 𝑆𝑇 и 𝑠𝑇 , соответствующие ле-
беговскому разбиению 𝑇 , называются лебеговскими верхней и нижней
суммой.

Заметим, что для любого номера 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, справедливы неравенства

𝑦𝑘−1 6 𝑚𝑘 6𝑀𝑘 6 𝑦𝑘.

Получаем, что

0 6 𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑀𝑘 −𝑚𝑘)|𝐸𝑘| 6
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1)|𝐸𝑘| 6 𝛿|𝐸|.

Для любого разбиения 𝑇 справедливы неравенства

𝑠𝑇 6 𝐼 6 𝐼 6 𝑆𝑇 ,

поэтому
0 6 𝐼 − 𝐼 6 𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 6 𝛿|𝐸|.

В силу произвольности 𝛿 > 0 из этого следует, что 𝐼 = 𝐼 = 𝐼. �

Свойства интеграла Лебега:

1. ∫︁
𝐸

1 𝑑𝑥 = |𝐸|.

Для доказательства достаточно заметить, что при 𝑓(𝑥) ≡ 1 𝑠𝑇 =
𝑆𝑇 = |𝐸| для любого разбиения 𝑇 множества 𝐸.
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2. Если функция 𝑓(𝑥) ограничена и интегрируема на множестве 𝐸 ко-
нечной меры и 𝛼— произвольное вещественное число, то и функция
𝛼𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸, причём∫︁

𝐸

𝛼𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Доказательство. Для произвольного разбиения 𝑇 = {𝐸𝑘} множе-
ства 𝐸 обозначим верхнюю и нижнюю суммы функции 𝑓(𝑥) сим-
волами 𝑆𝑇 и 𝑠𝑇 , а верхнюю и нижнюю суммы функции 𝛼𝑓(𝑥) —

символами 𝑆
(𝛼)
𝑇 и 𝑠

(𝛼)
𝑇 . Тогда

𝑆
(𝛼)
𝑇 =

{︃
𝛼𝑆𝑇 при 𝛼 > 0

𝛼𝑠𝑇 при 𝛼 < 0
, 𝑠

(𝛼)
𝑇 =

{︃
𝛼𝑠𝑇 при 𝛼 > 0

𝛼𝑆𝑇 при 𝛼 < 0
.

Обозначим через 𝐼 и 𝐼 верхний и нижний интегралы функции 𝑓(𝑥),

а через 𝐼
(𝛼)

и 𝐼(𝛼) верхний и нижний интегралы функции 𝛼𝑓(𝑥).
Тогда

𝐼
(𝛼)

=

{︃
𝛼𝐼 при 𝛼 > 0

𝛼𝐼 при 𝛼 < 0
, 𝐼(𝛼) =

{︃
𝛼𝐼 при 𝛼 > 0

𝛼𝐼 при 𝛼 < 0
.

Так как 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸, справедливо равенство

𝐼 = 𝐼 =

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

А это значит, что

𝐼
(𝛼)

= 𝐼(𝛼) = 𝛼

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. �

3. Если функции 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) ограничены и интегрируемы по Лебегу
на множестве конечной меры 𝐸, то функция 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) интегри-
руема по Лебегу на множестве 𝐸, причём∫︁

𝐸

[𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)]𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.

Доказательство. Положим 𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥). Пусть 𝑇 = {𝐸𝑘}
— произвольное разбиение множества 𝐸. Для функции 𝑓(𝑥) обозна-
чим через 𝑀𝑘 и 𝑚𝑘 точные грани на множестве 𝐸𝑘, через 𝑆𝑇 и 𝑠𝑇
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— верхнюю и нижнюю суммы разбиения 𝑇 , через 𝐼 и 𝐼 — верхний
и нижний интеграл Лебега. Аналогичные величины для функций
𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) обозначим теми же символами, но с верхними индек-
сами (1) и (2) соответственно.

Заметим, что точная верхняя грань суммы не больше суммы точ-
ных верхних граней слагаемых, а точная нижняя грань суммы не
меньше суммы точных нижних граней слагаемых. Поэтому для лю-
бого номера 𝑘

𝑚
(1)
𝑘 +𝑚

(2)
𝑘 6 𝑚𝑘 6𝑀𝑘 6𝑀

(1)
𝑘 +𝑀

(2)
𝑘 .

Значит, для любого разбиения 𝑇

𝑠
(1)
𝑇 + 𝑠

(2)
𝑇 6 𝑠𝑇 6 𝑆𝑇 6 𝑆

(1)
𝑇 + 𝑆

(2)
𝑇 .

В свою очередь, это означает, что

𝐼(1) + 𝐼(2) 6 𝐼 6 𝐼 6 𝐼
(1)

+ 𝐼
(2)
.

В силу интегрируемости функций 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) на множестве 𝐸

𝐼(1) = 𝐼
(1)

=

∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥, 𝐼(2) = 𝐼
(2)

=

∫︁
𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.

Из этого следует, что

𝐼 = 𝐼 =

∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.

Это и означает справедливость доказываемого свойства. �

4. Если множество 𝐸 представимо в виде 𝐸 = 𝐸1 ∪ 𝐸2, где 𝐸1 и 𝐸2

— измеримые непересекающиеся множества конечной меры, функ-
ция 𝑓(𝑥) интегрируема по Лебегу на множествах 𝐸1 и 𝐸2, то 𝑓(𝑥)
интегрируема по Лебегу и на множестве 𝐸, причём∫︁

𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝐸2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Доказательство. Заметим, что объединение произвольного раз-
биения 𝑇1 множества 𝐸1 и произвольного разбиения 𝑇2 множества
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𝐸2 образует разбиение 𝑇 множества 𝐸 = 𝐸1 ∪𝐸2. Обозначим верх-
ние суммы 𝑓(𝑥), отвечающие разбиениям 𝑇1, 𝑇2 и 𝑇 , соответственно
через 𝑆𝑇1 , 𝑆𝑇2 и 𝑆𝑇 , а нижние суммы 𝑓(𝑥), отвечающие разбиениям
𝑇1, 𝑇2 и 𝑇 , соответственно через 𝑠𝑇1 , 𝑠𝑇2 и 𝑠𝑇 . Тогда

𝑆𝑇 = 𝑆𝑇1 + 𝑆𝑇2 , 𝑠𝑇 = 𝑠𝑇1 + 𝑠𝑇2 .

Обозначим верхний и нижний интегралы функции 𝑓(𝑥) на множе-

стве 𝐸1 через 𝐼
(1)

и 𝐼(1), на множестве 𝐸2 — через 𝐼
(2)

и 𝐼(2), на
множестве 𝐸 — через 𝐼 и 𝐼. Тогда

𝐼(1) + 𝐼(2) 6 𝐼 6 𝐼 6 𝐼
(1)

+ 𝐼
(2)
.

В силу интегрируемости функции 𝑓(𝑥) на множествах 𝐸1 и 𝐸2

𝐼(1) = 𝐼
(1)

=

∫︁
𝐸1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝐼(2) = 𝐼
(2)

=

∫︁
𝐸2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Из этого следует, что

𝐼 = 𝐼 =

∫︁
𝐸1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝐸2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Это и означает справедливость доказываемого свойства. �

5. Если функции 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) ограничены и интегрируемы на множе-
стве конечной меры 𝐸, и почти всюду на 𝐸 𝑓1(𝑥) > 𝑓2(𝑥), то∫︁

𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 >
∫︁
𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.

Доказательство. При любом разбиении 𝑇 множества 𝐸 нижняя
интегральная сумма функции 𝐹 (𝑥) = 𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥) будет неотрица-
тельна, поэтому 𝐼 > 0. В силу свойств 2 и 3 функция 𝐹 (𝑥) инте-
грируема на 𝐸, причём∫︁

𝐸

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥−
∫︁
𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.

Получаем, что ∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥−
∫︁
𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 > 0,

что и означает справедливость доказываемого свойства. �
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4.2. Интеграл Лебега от неотрицательной измеримой

функции на измеримом множестве конечной меры

|𝐸| 6 +∞, 𝑓(𝑥) > 0

Для любого 𝑁 > 0 положим

𝑓𝑁(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝑁, 𝑓(𝑥)} =

{︃
𝑓(𝑥), если 𝑓(𝑥) 6 𝑁

𝑁, если 𝑓(𝑥) > 𝑁
.

Функция 𝑓𝑁(𝑥) называется срезкой функции 𝑓(𝑥). Заметим, что для лю-
бой измеримой на множестве 𝐸 функции 𝑓(𝑥) её срезка также будет из-
меримой, поскольку для любого вещественного 𝑎 является измеримым
множество

𝐸[𝑓𝑁(𝑥) > 𝑎] =

{︃
𝐸[𝑓(𝑥) > 𝑎] при 𝑎 < 𝑁

∅ при 𝑎 > 𝑁
.

Поэтому для любой измеримой на множестве 𝐸 функции 𝑓(𝑥) существу-
ет интеграл

𝐼𝑁 =

∫︁
𝐸

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥.

Определение 2. Если существует конечный предел 𝐼 = lim
𝑁→∞

𝐼𝑁 , то

функция 𝑓(𝑥) называется интегрируемой по Лебегу на множестве ко-
нечной меры 𝐸, а указанный предел называется интегралом от функции
𝑓(𝑥) по множеству 𝐸 и обозначается

𝐼 = lim
𝑁→+∞

𝐼𝑁 =

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Убедимся в том, что неотрицательная интегрируемая на множестве 𝐸
функция 𝑓(𝑥) может обращатся в +∞ только на подмножестве 𝐸0 ⊂ 𝐸,
имеющем меру 0. Положим 𝐸0 = 𝐸[𝑓(𝑥) = +∞]. В силу свойств 4 и 5
предыдущего пункта выполняются неравенства

𝐼𝑁 =

∫︁
𝐸

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 >
∫︁
𝐸0

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸0

𝑁𝑑𝑥 > 𝑁 |𝐸0|.

Поскольку 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸, существует конечный
предел 𝐼 = lim

𝑁→∞
𝐼𝑁 , поэтому из записанных неравенств следует, что
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|𝐸0| = 0.

Отметим, что для неотрицательных интегрируемых функций справед-
ливы свойства 2–5, установленные в пункте 4.1 для ограниченных неот-
рицательных интегрируемых функций (доказательства проводятся ана-
логично, с использованием функций срезки, которые являются ограни-
ченными).

Теорема 3 (о полной аддитивности). Пусть |𝐸| < +∞, 𝑓(𝑥) > 0 и

измерима на 𝐸, 𝐸 представимо в виде 𝐸 =
∞⋃︀

𝑘=1

𝐸𝑘, 𝐸𝑘 ∩𝐸𝑙 = ∅ при 𝑘 ̸= 𝑙.

Тогда справедливы следующие два утверждения:

1. Если 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸, то 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸𝑘 и спра-
ведливо равенство∫︁

𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (*)

2. Если 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸𝑘 и ряд в правой части (*) сходится,
то 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸 и (*) выполняется.

Доказательство.
а) Сначала докажем утверждения 1 и 2 для ограниченной неотрицатель-
ной интегрируемой функции 𝑓(𝑥). Пусть существует константа𝑀 такая,
что |𝑓(𝑥)| 6𝑀 всюду на 𝐸. Положим

𝑅𝑛 =
∞⋃︁

𝑘=𝑛+1

𝐸𝑘, тогда |𝑅𝑛| =
∞⋃︁

𝑘=𝑛+1

|𝐸𝑘|.

Ряд
∞⋃︁

𝑘=1

|𝐸𝑘| = |𝐸| — сходится,

поэтому его остаток |𝑅𝑛| → 0 при 𝑛→∞.

Тогда на основании свойств 1, 4 и 5∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥−
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑅𝑛

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 6𝑀

∫︁
𝑅𝑛

𝑑𝑥 6𝑀 |𝑅𝑛| → 0 при 𝑛→∞.
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Это и означает правильность утверждений 1 и 2 в случае ограниченной
𝑓(𝑥).

б) Пусть теперь 𝑓(𝑥) — произвольная неотрицательная интегрируемая
функция. Суммируемость 𝑓(𝑥) на каждом из множеств 𝐸𝑘 напрямую
следует из неравенства ∫︁

𝐸𝑘

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 6
∫︁
𝐸

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥

и неубывания по 𝑁 интеграла в левой части этого неравенства. Заме-
тим, что функция срезки 𝑓𝑁(𝑥) является ограниченной, поэтому в силу
пункта а) ∫︁

𝐸

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 6
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Переходя в этом неравенстве к пределу при 𝑁 →∞, получим∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 6
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

С другой стороны, для любого номера 𝑚∫︁
𝐸

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 >
𝑚∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥.

Последовательно переходя к пределу сначала при 𝑁 → ∞, а затем при
𝑚→∞, получим неравенство∫︁

𝐸

𝑓𝑑𝑥 >
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Из двух полученных нами неравенств следует, что∫︁
𝐸

𝑓𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

что и доказывает правильность утверждения 1.
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Правильность утверждения 2 следует из неравенства для функции 𝑓𝑁(𝑥):∫︁
𝐸

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 6
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Так как ряд в правой части этого неравенства сходится, функция 𝑓(𝑥)
будет являться суммируемой на множестве 𝐸, а следовательно, для неё
будет выполняться равенство (*). �

Теорема 4 (об абсолютной непрерывности интеграла Лебега).
Пусть |𝐸| < +∞, 𝑓(𝑥) — неотрицательная, интегрируемая на множестве
𝐸 по Лебегу функция. Тогда для любого 𝜀 > 0 найдётся число 𝛿 > 0
такое, что для любого подмножества 𝑒 ⊂ 𝐸, |𝑒| < 𝛿, будет выполняться
неравенство ∫︁

𝑒

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < 𝜀.

Доказательство.
а) Сначала проведём доказательство в случае, когда функция 𝑓(𝑥) огра-
ничена, то есть существует константа 𝑀 такая, что |𝑓(𝑥)| 6𝑀 всюду на
𝐸. Тогда ∫︁

𝑒

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 6𝑀

∫︁
𝑒

𝑑𝑥 = 𝑀 |𝑒| < 𝑀𝛿 < 𝜀 при 𝛿 <
𝜀

𝑀
.

б) Пусть теперь 𝑓(𝑥) — произвольная неотрицательная, интегрируемая
на 𝐸 функция. В силу интегрируемости для любого 𝜀 > 0 найдётся число
𝑁 = 𝑁(𝜀) такое, что ∫︁

𝐸

(𝑓(𝑥)− 𝑓𝑁(𝑥))𝑑𝑥 <
𝜀

2
.

Но тогда∫︁
𝑒

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑒

(𝑓(𝑥)− 𝑓𝑁(𝑥))𝑑𝑥+

∫︁
𝑒

𝑓𝑁(𝑥)𝑑𝑥 <

<
𝜀

2
+𝑁

∫︁
𝑒

𝑑𝑥 =
𝜀

2
+𝑁 |𝑒| < 𝜀

2
+𝑁𝛿 < 𝜀 при 𝛿 <

𝜀

2𝑁(𝜀)
.

Теорема доказана. �
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Теорема 5. Пусть множество 𝐸 имеет конечную меру, функция 𝑓(𝑥)
неотрицательна и интегрируема по Лебегу на 𝐸, а

∫︀
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0. Тогда

функция 𝑓(𝑥) эквивалентна тождественному нулю (то есть множество,
на котором 𝑓(𝑥) ̸= 0, имеет меру 0).
Доказательство. Для любого 𝑎 > 0 положим 𝐸𝑎 = 𝐸[𝑓 > 𝑎]. Тогда∫︁

𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 >
∫︁
𝐸𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 > 𝑎|𝐸𝑎|.

Следовательно, для любого 𝑎 > 0

|𝐸𝑎| 6
1

𝑎

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 ⇒ |𝐸𝑎| = 0.

Заметим, что

𝐸[𝑓 > 0] =
∞⋃︁

𝑘=1

𝐸

[︂
𝑓 >

1

𝑘

]︂
Поэтому

|𝐸[𝑓(𝑥) > 0]| 6
∞∑︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝐸

[︂
𝑓 >

1

𝑘

]︂⃒⃒⃒⃒
= 0 ⇒ |𝐸[𝑓(𝑥) > 0]| = 0.

Теорема доказана. �

Теорема 6. Пусть множество 𝐸 имеет конечную меру, 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) —
неотрицательные, измеримые на 𝐸 функции и 𝑓1(𝑥) > 𝑓2(𝑥). Тогда, если
функция 𝑓1 интегрируема по Лебегу на 𝐸, то и 𝑓2 интегрируема по Лебегу
на 𝐸 и ∫︁

𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 6
∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥

Доказательство. Заметим, что∫︁
𝐸

𝑓2𝑁
(𝑥)𝑑𝑥 6

∫︁
𝐸

𝑓1𝑁
(𝑥)𝑑𝑥 6

∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥.

Интеграл в левой части неравенства является неубывающим по 𝑁 , по-
этому функция 𝑓2(𝑥) интегрируема на 𝐸. Справедливость неравенства∫︁

𝐸

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 6
∫︁
𝐸

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥

напрямую следует из свойства 5. �
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4.3. Интеграл Лебега для неограниченной функции

любого знака

Рассматриваем измеримое множество 𝐸 конечной меры и измеримую
функцию 𝑓(𝑥), не являющуюся, вообще говоря, ограниченной на мно-
жестве 𝐸 и принимающую на этом множестве значения любых знаков.
Введём в рассмотрение две неотрицательные функции

𝑓+(𝑥) =
1

2
(|𝑓(𝑥)|+ 𝑓(𝑥)), 𝑓−(𝑥) =

1

2
(|𝑓(𝑥)| − 𝑓(𝑥)).

Очевидно, что

𝑓+(𝑥) + 𝑓−(𝑥) = |𝑓(𝑥)|, 𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Определение 1. Функция 𝑓(𝑥) называется интегрируемой на множе-
стве 𝐸, если на этом множестве интегрируемы функции 𝑓+(𝑥), 𝑓−(𝑥).
При этом интегралом Лебега от функции 𝑓(𝑥) по множеству 𝐸 называ-
ется ∫︁

𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

𝑓+𝑑𝑥−
∫︁
𝐸

𝑓−𝑑𝑥.

Совокупность всех интегрируемых на множестве 𝐸 функций обозначают
символом 𝐿(𝐸) или 𝐿1(𝐸). Запись 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(𝐸) (𝑓(𝑥) ∈ 𝐿1(𝐸)) означает,
что функция 𝑓(𝑥) измерима и интегрируема на множестве 𝐸.

Утверждение. Измеримая на множестве 𝐸 функция 𝑓(𝑥) интегрируема
на 𝐸 тогда и только тогда, когда функция |𝑓(𝑥)| интегрируема на этом
множестве.
Доказательство.
Необходимость:

𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(𝐸) ⇒ 𝑓+(𝑥), 𝑓−(𝑥) ∈ 𝐿(𝐸) ⇒ 𝑓+(𝑥)+𝑓−(𝑥) = |𝑓(𝑥)| ∈ 𝐿(𝐸).

Достаточность: пусть функция |𝑓(𝑥)| ∈ 𝐿(𝐸). Так как функции 𝑓+(𝑥) <
|𝑓(𝑥)| и 𝑓−(𝑥) < |𝑓(𝑥)|, то в силу теоремы 6 пункта 4.3 𝑓+(𝑥), 𝑓−(𝑥) ∈
𝐿(𝐸). Следовательно, 𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(𝐸). �

Пример. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥) = sin 𝑥
𝑥

на множестве [0, 1]. Как из-

вестно,
1∫︀
0

sin 𝑥
𝑥
𝑑𝑥 сходится условно. Поэтому

∫︀
𝐸

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 не существует. Сле-

довательно, функция 𝑓(𝑥) не интегрируема по Лебегу на множестве 𝐸.
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Для неограниченных интегрируемых функций произвольного знака спра-
ведливы свойства 2–5, установленные в пункте 4.1 для ограниченных
неотрицательных интегрируемых функций (доказательства проводятся
аналогично, с использованием функций 𝑓+(𝑥) и 𝑓−(𝑥), которые являют-
ся неотрицательными, и для которых свойства 2-5 тоже верны).

Теорема 7 (о полной аддитивности). Пусть множество 𝐸 представи-

мо в виде 𝐸 =
∞⋃︀

𝑘=1

𝐸𝑘, множества 𝐸𝑘 измеримы и 𝐸𝑘 ∩ 𝐸𝑙 = ∅ при 𝑘 ̸= 𝑙.

Тогда справедливы следующие два утверждения:

1. Если 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸, то 𝑓(𝑥) интегрируема и
на каждом из множеств 𝐸𝑘, причём справедливо равенство∫︁

𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (*)

2. Если функция 𝑓(𝑥) измерима и интегрируема на каждом из мно-

жеств 𝐸𝑘 и сходится ряд
∞∑︀

𝑘=1

∫︀
𝐸𝑘

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥, то 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸

и выполняеся равенство (*).
Доказательство. Если функция 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸,
то по определению неотрицательные функции 𝑓+(𝑥) и 𝑓−(𝑥) также ин-
тегрируемы на 𝐸, а следовательно, к ним применима теорема 3. Поэтому
функции 𝑓+(𝑥) и 𝑓−(𝑥) являются интегрируемыми на каждом из мно-
жеств 𝐸𝑘 и для них справедливы равенства∫︁

𝐸

𝑓+(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓+(𝑥)𝑑𝑥,

∫︁
𝐸

𝑓−(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓−(𝑥)𝑑𝑥.

Тогда по определению функция 𝑓(𝑥) интегрируема на каждом из мно-
жеств 𝐸𝑘 и справедливо равенство∫︁

𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

𝑓+𝑑𝑥−
∫︁
𝐸

𝑓−𝑑𝑥 =

=
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓+(𝑥)𝑑𝑥−
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓−(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

(𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥))𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
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Таким образом, мы доказали справедливость первой части теоремы.

Докажем вторую часть теоремы. Так как функция 𝑓(𝑥) измерима и инте-
грируема на каждом из множеств 𝐸𝑘, то в силу доказанного выше утвер-
ждения функция |𝑓(𝑥)| также интегрируема на каждом из множеств 𝐸𝑘.

Тогда, поскольку ряд
∞∑︀

𝑘=1

∫︀
𝐸𝑘

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 сходится, для функции |𝑓(𝑥)| спра-

ведливо второе утверждение теоремы 3. Следовательно, |𝑓(𝑥)| интегри-
руема на всём множестве 𝐸. Тогда в силу доказанного выше утверждения
и функция 𝑓(𝑥) интегрируема на всём 𝐸, а следовательно, справедливо
равенство (*). �

Теорема 8 (об абсолютной непрерывности). Если функция 𝑓(𝑥)
интегрируема на множестве 𝐸, то для любого 𝜀 > 0 найдётся число 𝛿 > 0
такое, что для любого измеримого подмножества 𝑒 ⊂ 𝐸, |𝑒| < 𝛿, будет
выполняться неравенство ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒∫︁
𝑒

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀.

Доказательство. Так как функция 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве
𝐸, неотрицательная функция |𝑓(𝑥)| также интегрируема на 𝐸. Тогда к
|𝑓(𝑥)| применима теорема 4 и справедливо неравенство

∫︀
𝑒

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < 𝜀.

Следовательно, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁

𝑒

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 ∫︁

𝑒

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < 𝜀. �

Определение 2. Говорят, что последовательность интегрируемых на
множестве 𝐸 функций {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к интегрируемой на 𝐸 функции
𝑓(𝑥) в 𝐿(𝐸), если

lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = 0.

Замечание 1. Из определения непосредственно следует, что

lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥). (**)

Замечание 2. Если последовательность измеримых и интегрируемых на
множестве 𝐸 функций {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к измеримой и интегрируемой
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на 𝐸 функции 𝑓(𝑥) в 𝐿(𝐸), то {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) и по мере на 𝐸.
Доказательство. Для любого 𝜀 > 0 положим

𝐸𝑛 = 𝐸[|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)| > 𝜀].

Тогда ∫︁
𝐸

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 >
∫︁
𝐸𝑛

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 > 𝜀|𝐸𝑛|.

Следовательно, |𝐸𝑛| → 0 при 𝑛→∞, что и означает сходимость {𝑓𝑛(𝑥)}
к 𝑓(𝑥) по мере на 𝐸. �

Пример. Рассмотрим последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}, где

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑛, если 𝑥 ∈

[︂
0,

1

𝑛

]︂
0, если 𝑥 ∈

(︂
1

𝑛
, 1

]︂
.

Поскольку lim
𝑛→∞

|𝐸[|𝑓𝑛(𝑥)− 0| > 𝜀]| = 0, то {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) ≡ 0 по

мере на множестве 𝐸 = [0, 1]. С другой стороны,

∀𝑛
∫︁
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 1,

∫︁
𝐸

0 𝑑𝑥 = 0,

поэтому сходимости {𝑓𝑛(𝑥)} к 𝑓(𝑥) ≡ 0 в 𝐿(𝐸) нет. Однако при неко-
торых дополнительных условиях из сходимости по мере на 𝐸 всё-таки
следует сходимость в 𝐿(𝐸), что доказывает следующая теорема.

Теорема 9 (теорема Лебега). Если последовательность измеримых
на множестве 𝐸 функций {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к измеримой на 𝐸 функции
𝑓(𝑥) по мере на 𝐸 и существует интегрируемая на множестве 𝐸 функ-
ция 𝐹 (𝑥) такая, что для всех номеров 𝑛 и почти всех точек множества 𝐸
справедливо неравенство |𝑓𝑛(𝑥)| 6 𝐹 (𝑥), то последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}
сходится к функции 𝑓(𝑥) в 𝐿(𝐸).
Доказательство. В силу теоремы 6 параграфа 3 из последовательности
{𝑓𝑛(𝑥)} можно выделить подпоследовательность {𝑓𝑛𝑘

(𝑥)} (𝑘 = 1, 2, . . . ),
сходящуюся к 𝑓(𝑥) почти всюду на 𝐸. Тогда, переходя в неравенстве
|𝑓𝑛𝑘

(𝑥)| 6 𝐹 (𝑥) к пределу при 𝑘 → ∞, получим, что для почти всех то-
чек 𝐸 справедливо неравенство |𝑓(𝑥)| 6 𝐹 (𝑥). Значит, почти всюду на 𝐸
справедливо и неравенство 𝑓(𝑥) 6 𝐹 (𝑥), а следовательно, в силу теоремы

37



6 функция 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸.

Для произвольного 𝜀 > 0 положим

𝐸𝑛 = 𝐸[|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)| > 𝜀].

Тогда∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝐸𝑛

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥+

∫︁
𝐸∖𝐸𝑛

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥 6

6
∫︁
𝐸𝑛

2𝐹 (𝑥)𝑑𝑥+ 𝜀|𝐸|.

Последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) по мере на 𝐸, поэтому |𝐸𝑛| →
0 при 𝑛→∞. Значит, в силу теоремы 8 для любого 𝜃 > 0⃒⃒⃒⃒

⃒⃒∫︁
𝐸𝑛

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜃 при 𝑛→∞,

то есть lim
𝑛→∞

∫︀
𝐸𝑛

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥 = 0. Второе слагаемое также можно устремить к

0 в силу произвольности 𝜀. Таким образом,
∫︀
𝐸

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥 → 0 при

𝜀 → 0 и 𝑛 → ∞. Из этого следует, что последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} схо-
дится к функции 𝑓(𝑥) в 𝐿(𝐸). �

Следствие. Если последовательность измеримых на множестве 𝐸 функ-
ций {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к функции 𝑓(𝑥) почти всюду на 𝐸 и существу-
ет интегрируемая на множестве 𝐸 функция 𝐹 (𝑥) такая, что для всех
номеров 𝑛 и почти всех точек множества 𝐸 справедливо неравенство
|𝑓𝑛(𝑥)| 6 𝐹 (𝑥), то функция 𝑓(𝑥) суммируема на 𝐸 и справедливо равен-
ство (**).
Доказательство. Так как последовательность измеримых функций {𝑓𝑛(𝑥)}
сходится к 𝑓(𝑥) почти всюду на 𝐸, то в силу теоремы 4 параграфа 3
функция 𝑓(𝑥) также будет измерима на 𝐸. Следовательно, по теореме
5 параграфа 3 из сходимости {𝑓𝑛(𝑥)} к 𝑓(𝑥) почти всюду на 𝐸 следу-
ет сходимость {𝑓𝑛(𝑥)} к 𝑓(𝑥) по мере на 𝐸. Но тогда в силу теоремы 9
функция 𝑓(𝑥) суммируема на 𝐸, {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к 𝑓(𝑥) по мере на 𝐸 и
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выполняется требуемое равенство (**). �

Теорема 10 (теорема Леви). Пусть {𝑓𝑛(𝑥)} - последовательность из-
меримых и интегрируемых на множестве 𝐸 функций, и пусть для всех
номеров 𝑛 и для почти всех точек множества 𝐸 справедливо неравен-
ство 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝑓𝑛+1(𝑥). Пусть существует константа 𝑀 такая, что для всех

номеров 𝑛 справедливо неравенство

⃒⃒⃒⃒∫︀
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀 . Тогда для почти

всех точек 𝑥 ∈ 𝐸 существует конечный предел lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), причём

предельная функция 𝑓(𝑥) суммируема на множестве 𝐸 и справедливо
равенство (**).
Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что все
𝑓𝑛(𝑥) > 0 почти всюду на 𝐸 (в противном случае вместо функций 𝑓𝑛(𝑥)
можно рассматривать функции 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓1(𝑥), которые по усло-
вию будут являться неотрицательными для почти всех точек 𝐸).

Так как последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} почти всюду на 𝐸 не убывает, то
почти во всех точках 𝐸 определена предельная функция 𝑓(𝑥), которая
принимает в этих точках либо конечные значения, либо равна = ∞. Если
мы докажем, что 𝑓(𝑥) интегрируема на 𝐸, то из этого будет следовать,
что 𝑓(𝑥) является конечной почти всюду на 𝐸, а следовательно, почти
всюду на 𝐸 будет существовать конечный предел lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) и вы-

полняться равенство (**).

Итак, для доказательства теоремы достаточно установить интегрируе-
мость предельной функции 𝑓(𝑥) на множестве 𝐸.

Заметим, что для любого 𝑁 > 0 последовательность {(𝑓𝑛)𝑁(𝑥)} почти
всюду на 𝐸 сходится к функции (𝑓)𝑁(𝑥), причём для всех номеров 𝑛 и
почти всех точек 𝐸 справедливо неравенство (𝑓𝑛)𝑁(𝑥) 6 (𝑓)𝑁(𝑥). Кроме
того, функция (𝑓𝑛)𝑁(𝑥) является измеримой и ограниченной, а следова-
тельно, и интегрируемой на множестве 𝐸. Поэтому применимо следствие
из теоремы 9, в силу которого

lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸

(𝑓𝑛)𝑁(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

(𝑓)𝑁(𝑥)𝑑𝑥.

Из этого соотношения и очевидного неравенства∫︁
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 >
∫︁
𝐸

(𝑓𝑛)𝑁(𝑥)𝑑𝑥
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заключаем, что

lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 >
∫︁
𝐸

(𝑓)𝑁(𝑥)𝑑𝑥.

Кроме того, по условию существует такая константа 𝑀 , что для всех
номеров 𝑛 ∫︁

𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 6𝑀.

Следовательно, и ∫︁
𝐸

(𝑓)𝑁(𝑥)𝑑𝑥 6𝑀.

Интеграл в левой части этого неравенства является неубывающим по 𝑁 ,
поэтому существует конечный предел

lim
𝑁→∞

∫︁
𝐸

(𝑓)𝑁(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥),

а это и означает, что функция 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸. �

Следствие (формулировка теоремы Леви в терминах функци-
ональных рядов). Если каждая функция 𝑢𝑛(𝑥) неотрицательна почти
всюду на множестве 𝐸, измерима и интегрируема на этом множестве, и
если сходится ряд

∞∑︁
𝑛=1

∫︁
𝐸

𝑢𝑛(𝑥)𝑑𝑥,

то почти всюду на 𝐸 сходится ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥),

причём сумма 𝑆(𝑥) этого ряда интегрируема на множестве 𝐸 и удовле-
творяет условию ∫︁

𝐸

𝑆(𝑥)𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑛=1

∫︁
𝐸

𝑢𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 11 (теорема Фату). Если последовательность измеримых и
интегрируемых на множестве 𝐸 функций {𝑓𝑛(𝑥)} сходится почти всюду
на 𝐸 к предельной функции 𝑓(𝑥) и если существует константа 𝐴 такая,
что для всех номеров 𝑛 справедливо неравенство

∫︀
𝐸

|𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥 6 𝐴, то
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предельная функция 𝑓(𝑥) интегрируема на множестве 𝐸 и для неё спра-
ведливо неравенство

∫︀
𝐸

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 6 𝐴.

Доказательство. Введём в рассмотрение функции

𝑔𝑛(𝑥) = inf
𝑘>𝑛

|𝑓𝑘(𝑥)|.

Заметим, что последовательность {𝑔𝑛(𝑥)} является неубывающей и по-
чти всюду на 𝐸 сходится к |𝑓(𝑥)|, а каждая функция 𝑔𝑛(𝑥) неотрица-
тельна и является измеримой в силу теоремы 3 параграфа 3. Кроме то-
го, для любого 𝑛 справедливо неравенство 𝑔𝑛(𝑥) 6 |𝑓𝑛(𝑥)|, из которого
в силу теоремы 6 следует интегрируемость функций 𝑔𝑛(𝑥) на множестве
𝐸. Наконец, справедливо неравенство∫︁

𝐸

𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 6
∫︁
𝐸

|𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥 6 𝐴.

Получаем, что к последовательности {𝑔𝑛(𝑥)} применима теорема 10. Сле-
довательно, предельная функция |𝑓(𝑥)| интегрируема (откуда сразу сле-
дует интегрируемость функции 𝑓(𝑥)) и выполняется равенство

lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸

𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.

Так как для любого номера 𝑛∫︁
𝐸

𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 6 𝐴,

то верно и неравенство ∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 6 𝐴.

Таким образом, теорема полностью доказана. �

Теорема 12 (теорема Лебега). Пусть измеримое множество 𝐸 имеет
конечную меру. Для того, чтобы ограниченная функция 𝑓(𝑥) была ин-
тегрируема на множестве 𝐸 по Лебегу, необходимо и достаточно, чтобы
она была измерима.
Доказательство. Достаточность доказана в теореме 2. Докажем необ-
ходимость.
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Пусть функция 𝑓(𝑥) ограничена и интегрируема по Лебегу на измери-
мом множестве 𝐸. Следовательно, её верхний и нижний интегралы Ле-
бега совпадают, а это значит, что существует последовательность раз-
биений 𝑇𝑛 = {𝐸(𝑛)

𝑘 } множества 𝐸 такая, что соответствующие последо-
вательности верхних {𝑆𝑛} и нижних {𝑠𝑛} сумм удовлетворяют условию

𝑆𝑛 − 𝑠𝑛 < 1
𝑛
, причём каждое последующее разбиение 𝑇𝑛+1 = {𝐸(𝑛+1)

𝑘 }
является измельчением предыдущего разбиения 𝑇𝑛 = {𝐸(𝑛)

𝑘 }. (Для по-
строения такой последовательности разбиений достаточно там, где это
необходимо, брать произведение вводимых разбиений.)

По определению

𝑆𝑛 =
𝑚(𝑛)∑︀
𝑘=1

𝑀
(𝑛)
𝑘 |𝐸(𝑛)

𝑘 |, где 𝑀
(𝑛)
𝑘 = sup

𝐸
(𝑛)
𝑘

𝑓(𝑥);

𝑠𝑛 =
𝑚(𝑛)∑︀
𝑘=1

𝑚
(𝑛)
𝑘 |𝐸(𝑛)

𝑘 |, где 𝑚
(𝑛)
𝑘 = inf

𝐸
(𝑛)
𝑘

𝑓(𝑥).

Определим две последовательности функций {𝑓𝑛(𝑥)} и {𝑓𝑛(𝑥)}, где

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑀
(𝑛)
𝑘 на 𝐸

(𝑛)
𝑘 ,

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑚
(𝑛)
𝑘 на 𝐸

(𝑛)
𝑘 .

Для каждого номера 𝑛 обе функции 𝑓𝑛(𝑥) и 𝑓𝑛(𝑥) измеримы на множе-
стве 𝐸, так как они представляют собой линейные комбинации харак-
теристических функций измеримых множеств 𝐸

(𝑛)
𝑘 . Кроме того, после-

довательность {𝑓𝑛(𝑥)} не возрастает, а последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} не
убывает на множестве 𝐸, причём для любого номера 𝑛 в каждой точке
множества 𝐸 справедливы неравенства

𝑓𝑛(𝑥) 6 𝑓(𝑥) 6 𝑓𝑛(𝑥).

Положим
𝑓(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥),

тогда в каждой точке множества 𝐸

𝑓(𝑥) 6 𝑓(𝑥) 6 𝑓(𝑥).

Из теоремы 10 (Леви) получаем, что

lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸

[𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)]𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

[𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥.
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С другой стороны, из определения функций 𝑓𝑛(𝑥) и 𝑓𝑛(𝑥) вытекает, что∫︁
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑆𝑛,

∫︁
𝐸

𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑠𝑛,

причём по построению lim
𝑛→∞

(𝑆𝑛 − 𝑠𝑛) = 0. Следовательно,∫︁
𝐸

[𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥 = 0.

Кроме того, функция [𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)] ограничена и измерима, а значит, и
интегрируема на множестве 𝐸. Кроме того, эта функция ещё и неотри-
цательна, поэтому в силу теоремы 5 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0 почти всюду на 𝐸.

Следовательно, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) почти всюду на 𝐸, и поэтому из из-

меримости функций 𝑓𝑛(𝑥) и 𝑓𝑛(𝑥) вытекает измеримость функции 𝑓(𝑥)
на множестве 𝐸. �

4.4. Случай |𝐸| = +∞
Мы рассматриваем случай, когда множество 𝐸 имеет бесконечную меру,
но может быть представлено в виде суммы счётного числа множеств ко-
нечной меры (в таком случае говорят, что мера множества 𝐸 является
𝜎-конечной).

Определение 1. Говорят, что последовательность множеств {𝐸𝑛} ис-
черпывает множество 𝐸 с 𝜎-конечной мерой, если для каждого номера

𝑛 |𝐸𝑛| < +∞, 𝐸𝑛 ⊂ 𝐸𝑛+1 и
∞⋃︀

𝑛=1

𝐸𝑛 = 𝐸.

Определение 2. Измеримая функция 𝑓(𝑥), определённая на множестве
𝐸 с 𝜎-конечной мерой, называется интегрируемой на 𝐸, если она инте-
грируема на каждом измеримом подмножестве 𝐴 ⊂ 𝐸 конечной меры и
если для каждой последовательности {𝐸𝑛}, исчерпывающей множество
𝐸, предел

𝐼 = lim
𝑛→∞

∫︁
𝐸𝑛

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

существует и не зависит от выбора этой последовательности. Тогда 𝐼 на-
зывается интегралом Лебега от 𝑓(𝑥) по множеству 𝐸 и обозначается
символом 𝐼 =

∫︀
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
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Теорема 1 (теорема Фубини). Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) интегрируема
на Π = {(𝑥, 𝑦) : 𝑎 6 𝑥 6 𝑏, 𝑐 6 𝑦 6 𝑑}. Тогда для почти всех 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]

существует
𝑏∫︀

𝑎

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, для почти всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] существует
𝑑∫︀
𝑐

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 и

∫︁∫︁
Π

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑑∫︁
𝑐

𝑑𝑦

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝑑∫︁
𝑐

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Замечание. Обратное, вообще говоря, неверно.

Пример — функция 𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
вне нуля

0 при 𝑥 = 𝑦 = 0
на множестве

𝐾 = [−1; 1]× [−1; 1].

§5. Пространство 𝐿𝑝, 𝑝 > 1.

Рассматриваем случай, когда 𝐸 — измеримое множество.

Линейным (векторным пространством) над полем 𝑃 называется непу-
стое множество 𝐿, на котором введены следующие операции:

1. операция сложения: каждой паре элементов 𝑥, 𝑦 множества 𝐿 ста-
вится в соответствие элемент 𝐿, обозначаемый 𝑥+ 𝑦;

2. операция умножения на скаляр (элемен поля 𝑃 ): любому элементу
𝜆 ∈ 𝑃 и любому элементу 𝑥 ∈ 𝐿 ставится в соответствие элемент
𝐿, обозначаемый 𝜆𝑥.

При этом должны выполняться следующие условия:

1. 𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿;

2. 𝑥+ (𝑦 + 𝑧) = (𝑥+ 𝑦) + 𝑧 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿;

3. ∃𝜃 ∈ 𝐿 : 𝑥+ 𝜃 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐿;

4. ∀𝑥 ∈ 𝐿 ∃(−𝑥) ∈ 𝐿 : 𝑥+ (−𝑥) = 𝜃;

5. 𝛼(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐿;

6. 1 · 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐿;
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7. (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥+ 𝛽𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐿;

8. 𝛼(𝑥+ 𝑦) = 𝛼𝑥+ 𝛼𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿.
В дальнейшем будем рассматривать пространства над полем действи-
тельных чисел R.

Линейное пространство 𝐿 называется нормированным, если любому эле-
менту 𝑓 ∈ 𝐿 ставится в соответствие действительное число (называемое
нормой этого элемента и обозначаемое символом ‖𝑓‖𝐿), и при этом вы-
полняются следующие условия (аксиомы):

1. ∀𝑓 ∈ 𝐿 ‖𝑓‖ > 0, ‖𝑓‖ = 0 ↔ 𝑓 = 0;

2. ∀𝑓 ∈ 𝐿, ∀𝑎 ∈ R ‖𝑎 · 𝑓‖ = |𝑎|‖𝑓‖;

3. ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿 ‖𝑓 + 𝑔‖ 6 ‖𝑓‖+ ‖𝑔‖.
Определение 1. Говорят, что функция 𝑓(𝑥) принадлежит пространству
𝐿𝑝(𝐸), если 𝑓(𝑥) измерима на множестве 𝐸, а функция |𝑓(𝑥)|𝑝 интегри-
руема на 𝐸.

Введём в пространстве 𝐿𝑝(𝐸) норму с помощью следующим образом:

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐸) = ‖𝑓‖𝑝 =

⎛⎝∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

.

Линейность этого пространства очевидна; докажем, что оно является
нормированным.

Рассмотрим первую аксиому: неотрицательность введённой нормы оче-
видна, равно как и справедливость выражения 𝑓 = 0 ⇒ ‖𝑓‖ = 0; спра-
ведливость выражения ‖𝑓‖ = 0 ⇒ 𝑓 = 0 следует из теоремы 5 параграфа
4. Таким образом, первая аксиома выполняется. Справедливость аксио-
мы 2 также очевидна. Остаётся доказать, что в пространстве 𝐿𝑝(𝐸) вы-
полняется аксиома 3 (так называемое неравенство треугольника). Перед
этим докажем несколько вспомогательных утверждений.

Неравенство Юнга. Пусть числа 𝑝, 𝑞 > 0 и связаны соотношением
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Тогда для любых чисел 𝑎 > 0 и 𝑏 > 0 выполняется неравенство

𝑎

1

𝑝 · 𝑏
1

𝑞 6
𝑎

𝑝
+
𝑏

𝑞
.
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Доказательство. Рассмотрим функцию Ψ(𝑥) = 𝑥𝛼 − 𝛼𝑥, 𝑥 > 0, 𝛼 ∈
(0, 1). Тогда Ψ′(𝑥) = 𝛼(𝑥𝛼−1 − 1). Получаем, что Ψ′(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ (0; 1)
и Ψ′(𝑥) < 0 при 𝑥 ∈ (1; +∞). Следовательно,

max
𝑥>0

Ψ(𝑥) = Ψ(1) ⇒ Ψ(𝑥) 6 Ψ(1), или 𝑥𝛼 6 𝛼𝑥+ (1− 𝛼).

Рассмотрим 𝑥 =
𝑎

𝑏
, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0. Тогда 𝑎𝛼 ·𝑏1−𝛼 6 𝛼𝑎+(1−𝛼)𝑏. Положим

𝛼 =
1

𝑝
, тогда 1−𝛼 =

1

𝑞
. Подставляя эти значения в неравенство, получим

𝑎

1

𝑝 · 𝑏
1

𝑞 6
𝑎

𝑝
+
𝑏

𝑞
. �

Неравенство Гельдера. Пусть 𝑝 > 1, 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸), 𝑔(𝑥) ∈
𝐿𝑞(𝐸). Тогда 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) — интегрируемая функция, и

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 6

⎛⎝∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎞⎠
1

𝑝
·

⎛⎝∫︁
𝐸

|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎠
1

𝑞

Доказательство. Введём в рассмотрение функции

𝜙(𝑥) =
𝑓(𝑥)

‖𝑓‖𝑝

, 𝛾(𝑥) =
𝑔(𝑥)

‖𝑔‖𝑞

.

Подставим в неравенство Юнга числа 𝑎 = |𝜙|𝑝, 𝑏 = |𝛾|𝑞:

|𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)|
‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞

6
|𝑓(𝑥)|𝑝

𝑝‖𝑓‖𝑝
𝑝

+
|𝑔(𝑥)|𝑞

𝑞‖𝑔‖𝑞
𝑞

;

|𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)| 6 |𝑓(𝑥)|𝑝

𝑝‖𝑓‖𝑝−1
𝑝

‖𝑔‖𝑞 +
|𝑔(𝑥)|𝑞

𝑞‖𝑔‖𝑞−1
𝑞

‖𝑓‖𝑝 .

Так как в правой части неравенства стоит интегрируемая функция, функ-
ция 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) также является интегрируемой. Поэтому∫︁

𝐸

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 6
∫︁
𝐸

(︂
‖𝑓(𝑥)‖𝑝

𝑝‖𝑓‖𝑝−1
𝑝

‖𝑔‖𝑞 +
‖𝑔(𝑥)‖𝑞

𝑞‖𝑔‖𝑞−1
𝑞

‖𝑓‖𝑝

)︂
𝑑𝑥 =

=
‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞

𝑝
+
‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞

𝑞
= ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞

(︂
1

𝑝
+

1

𝑞

)︂
= ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞. �
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Неравенство Минковского. Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸), 𝑝 > 1. Тогда
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸) и

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 6 ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝.

Доказательство. Заметим, что

|𝑓 + 𝑔|𝑝 6 2𝑝(|𝑓 |𝑝 + |𝑔|𝑝) ⇒ 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐸) ⇒ |𝑓 + 𝑔|
𝑝

𝑞 ∈ 𝐿𝑞(𝐸).

Поэтому в силу неравенства Гельдера∫︀
𝐸

|𝑓 ||𝑓 + 𝑔|
𝑝
𝑞 𝑑𝑥 6 ‖𝑓‖𝑝‖𝑓 + 𝑔‖

𝑝
𝑞
𝑝∫︀

𝐸

|𝑔||𝑓 + 𝑔|
1
𝑞 𝑑𝑥 6 ‖𝑔‖𝑝‖𝑓 + 𝑔‖

1
𝑞
𝑝

Сложим эти два неравенства:∫︁
𝐸

|𝑓 + 𝑔|𝑝𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸

|𝑓 + 𝑔||𝑓 + 𝑔|𝑝−1𝑑𝑥 6

6
∫︁
𝐸

(|𝑓 |+ |𝑔|)|𝑓 + 𝑔|
𝑝
𝑞 𝑑𝑥 6

6 (‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝)‖𝑓 + 𝑔‖
𝑝
𝑞
𝑝

Поделив это неравенство на ‖𝑓 + 𝑔‖
𝑝
𝑞
𝑝 , получим требуемое неравенство.

�

Таким образом, аксиома 3 также выполняется, поэтому 𝐿𝑝(𝐸) является
линейным нормированным пространством.

Определение 2. Последовательность {𝑓𝑛} в нормированном простран-
стве называется фундаментальной, если

lim
𝑛→∞
𝑚→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖ = 0.

Линейное нормированное пространство 𝐸 называется полным (банахо-
вым), если для любой фундаментальной последовательности {𝑓𝑛} про-
странства 𝐸 найдется 𝑓 ∈ 𝐸 такое, что

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖ = 0.
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Теорема 1. Пусть 𝐸 — измеримое множество конечной меры, тогда про-
странство 𝐿𝑝(𝐸), 𝑝 > 1 — банахово.
Доказательство. Рассмотрим фундаментальную последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}.
Тогда для любого 𝜀 > 0 найдётся такой номер 𝑁 , что при 𝑛,𝑚 > 𝑁 вы-
полняется неравенство

‖𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑚(𝑥)‖𝑝 < 𝜀.

Следовательно, для любого 𝑘 ∈ N найдётся такой номер 𝑛𝑘, что при
𝑛,𝑚 > 𝑛𝑘 выполняется неравенство

‖𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑚(𝑥)‖𝑝 <
1

2𝑘
.

Это, в свою очередь, означает, что существует последовательность номе-
ров 𝑛1 < 𝑛2 < · · · < 𝑛𝑘 < 𝑛𝑘+1 < . . . такая, что

‖𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)‖𝑝 <
1

2𝑘
.

Запишем неравенство Гельдера для функций |𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)| и 1:∫︁
𝐸

|𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)|𝑑𝑥 6 ‖𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)‖𝑝|𝐸|
1
𝑞 <

|𝐸|
1
𝑞

2𝑘
.

Суммируя по 𝑘 от 1 до∞ и учитывая тот факт, что
∞∑︀

𝑘=1

1

2𝑘
= 1, получаем,

что
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸

|𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)|𝑑𝑥 < |𝐸|
1
𝑞 .

В силу конечности |𝐸| это означает, что ряд
∞∑︁

𝑘=1

∫︁
𝐸

|𝑓𝑛𝑘+1
(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘

(𝑥)|𝑑𝑥

сходится. Следовательно, в силу следствия из теоремы Леви почти всюду
на множестве 𝐸 сходится ряд

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑓𝑛𝑘+1

(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘
(𝑥)
⃒⃒
,

а значит, сходится и ряд

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑓𝑛𝑘+1

(𝑥)− 𝑓𝑛𝑘
(𝑥)
)︀
.
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Добавим к этому ряду функцию 𝑓𝑛1(𝑥). Получим, что последователь-
ность {𝑓𝑛𝑘

(𝑥)} почти всюду на 𝐸 сходится к некоторой 𝑓(𝑥).

Рассмотрим последовательность {𝑓𝑛𝑘
(𝑥)−𝑓𝑚(𝑥)}. В силу фундаменталь-

ности последовательности {𝑓𝑛(𝑥)} для любого 𝜀 > 0 найдётся такой но-
мер 𝑁 , что при 𝑛𝑘,𝑚 > 𝑁 справедливо неравенство

‖𝑓𝑛𝑘
(𝑥)− 𝑓𝑚(𝑥)‖𝑝 6 𝜀.

С другой стороны, последовательность {𝑓𝑛𝑘
(𝑥)−𝑓𝑚(𝑥)} почти всюду на 𝐸

сходится к предельной функции 𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥). Применяя теорему Фату
(теорема 11 параграфа 4), получаем, что для любого 𝜀 > 0 найдётся
такой номер 𝑁 , что при 𝑚 > 𝑁 справедливо неравенство

‖𝑓(𝑥)− 𝑓𝑚(𝑥)‖𝑝 6 𝜀,

поэтому
lim

𝑚→∞
‖𝑓(𝑥)− 𝑓𝑚(𝑥)‖𝑝 = 0.

Из этого следует, что пространство 𝐿𝑝(𝐸), 𝑝 > 1, является банаховым.
�

Определение.Функция, принимающая конечное или счетное число зна-
чений, называется простой. Все различные значения простой функции
можно обозначить как 𝑐𝑘, где 𝑘 = 1, 2, . . . .

Определение. Характеристической функцией множества 𝐸 называ-
ют функцию

𝜒𝐸(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ 𝐸;

0, 𝑥 /∈ 𝐸.

Очевидно, что 𝜒𝐸(𝑥) измерима тогда и только тогда, когда измеримо са-
мо множество 𝐸.

Любую простую функцию можно представить в виде 𝜙(𝑥) =
∞∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘𝜒𝐸𝑘
(𝑥),

где для каждого 𝑥 из области определения только одно слагаемое отлич-
но от нуля.

Лемма 1. Пусть 𝐸 — измеримое множество, функция 𝑓(𝑥) неотрица-
тельна и измерима на 𝐸. Тогда существует неубывающая последователь-
ность простых функций, всюду сходящаяся к функции 𝑓(𝑥), причем на
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множестве конечных значений сходимость равномерна.
Доказательство. Введем в рассмотрение множества

𝐸
(𝑛)
𝑘 = 𝐸

[︂
𝑘

2𝑛
6 𝑓(𝑥) <

𝑘 + 1

2𝑛

]︂
, 𝑘 = 0, 1, . . . ;𝑛 = 1, 2, . . . ;

𝐸∞ = 𝐸[𝑓(𝑥) = +∞].

Тогда для любого номера 𝑛 ∈ N

𝐸 =

[︃
∞⋃︁

𝑘=1

𝐸
(𝑛)
𝑘

]︃
∪ 𝐸∞.

Рассмотрим последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}, где

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑘

2𝑛
на 𝐸

(𝑛)
𝑘 .

Получаем, что для любого 𝑛 ∈ N

0 6 𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥) 6
1

2𝑛
,

то есть последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} сходится к функции 𝑓(𝑥) (причём
на множестве конечных значений эта сходимость будет равномерной, по-
скольку верхняя оценка разности 𝑓𝑛(𝑥) и 𝑓(𝑥) не зависит от 𝑥).

Докажем, что последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} является неубывающей. Для

этого каждое из множеств 𝐸
(𝑛)
𝑘 представим в виде

𝐸
(𝑛)
𝑘 = 𝐸

(𝑛+1)
2𝑘 ∪ 𝐸(𝑛+1)

2𝑘+1(︂
другими словами,

[︂
𝑘

2𝑛
;
𝑘 + 1

2𝑛

)︂
=

[︂
2𝑘

2𝑛+1
;
2𝑘 + 1

2𝑛+1

)︂
∪
[︂
2𝑘 + 1

2𝑛+1
;
2𝑘 + 2

2𝑛+1

)︂)︂
.

Получаем, что на 𝐸
(𝑛+1)
2𝑘

𝑓𝑛+1(𝑥) =
2𝑘

2𝑛+1
= 𝑓𝑛(𝑥),

а на 𝐸
(𝑛+1)
2𝑘+1

𝑓𝑛+1(𝑥) =
2𝑘 + 1

2𝑛+1
= 𝑓𝑛(𝑥) +

1

2𝑛+1
.

Следовательно, последовательность {𝑓𝑛(𝑥)} — неубывающая. �
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Замечание. В терминах доказанной теоремы рассмотрим последова-
тельность {𝑓𝑛(𝑥)}, где

𝑓𝑛(𝑥) =

{︃
𝑛, 𝑓𝑛(𝑥) > 𝑛;

𝑓𝑛(𝑥), 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝑛.

Все 𝑓𝑛(𝑥) являются простыми функциями, последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}
сходится к 𝑓(𝑥) при 𝑛 → ∞. При этом функции 𝑓𝑛(𝑥) принимают лишь
конечное число значений.
Теорема 2. Пусть E — ограниченное измеримое множество, 𝑝 > 1. Тогда
пространство непрерывных функций 𝐶(𝐸) всюду плотно в пространстве
𝐿𝑝(𝐸), то есть для любого 𝜀 > 0 и любой функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸) найдётся
функция 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶(𝐸) такая, что

‖𝑓(𝑥)− 𝜙(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸) < 𝜀.

Доказательство.Не ограничивая общности, считаем, что функция 𝑓(𝑥)
всюду конечна (так как 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸), множество, на котором она прини-
мает бесконечные значения, имеет меру 0) и неотрицательна (обобщить
теорему можно, используя неотрицательные функции 𝑓+(𝑥) и 𝑓−(𝑥)).

Тогда в силу леммы 1 существует последовательность простых функций
{𝑓𝑛(𝑥)}, всюду равномерно сходящаяся к функции 𝑓(𝑥) и неубывающая,
причём все 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝑓(𝑥). Следовательно, по теореме Леви для любого
𝜀 > 0 найдётся номер 𝑛0 такой, что для всех 𝑛 > 𝑛0 справедливо нера-
венство ‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝑝 < 𝜀. При этом функции 𝑓𝑛(𝑥) принимают лишь
конечное число значений.

Другими словами, функцию 𝑓(𝑥) можно с любой точностью приблизить
простой функцией 𝑓𝑛0(𝑥), принимающей лишь конечное число значений,
то есть имеющей вид

𝑓𝑚(𝑥) =
𝑚∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝜒𝐸𝑘
(𝑥).

Следовательно, для доказательства теоремы достаточно доказать, что
для любого 𝜀 > 0 и любой функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸) найдётся функция
𝜙(𝑥) ∈ 𝐶(𝐸) такая, что

‖𝑓𝑛0(𝑥)− 𝜙(𝑥)‖𝑝 < 𝜀

(тогда в силу ‖𝑓𝑛0(𝑥)− 𝑓(𝑥)‖𝑝 < 𝜀 справедливо и ‖𝑓(𝑥)− 𝜙(𝑥)‖𝑝 < 2𝜀).
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В силу следствия из теоремы 4 параграфа 2 и измеримости множества
𝐸 для любого 𝜀𝑘 > 0 найдётся замкнутое множество 𝐹𝑘 ⊂ 𝐸𝑘 такое, что
|𝐸𝑘 ∖ 𝐹𝑘| < 𝜀𝑝

𝑘. Тогда

‖𝜒𝐸𝑘
(𝑥)− 𝜒𝐹𝑘

(𝑥)‖𝑝 =

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐸𝑘∖𝐹𝑘

1 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑝

= |𝐸𝑘 ∖ 𝐹𝑘|
1
𝑝 < 𝜀𝑘.

Введём функцию расстояния между точкой 𝑥 и множеством 𝐸𝑘:

𝑟𝑘(𝑥) = 𝜌(𝑥, 𝐹𝑘) = inf
𝑦∈𝐹𝑘

𝜌(𝑥, 𝑦).

Теперь рассмотрим последовательность функций {𝜙(𝑛)
𝑘 } следующего ви-

да:

𝜙
(𝑛)
𝑘 (𝑥) =

1

1 + 𝑛𝑟𝑘(𝑥)
=

{︃
1, 𝑥 ∈ 𝐹𝑘;

1
1+𝑛𝑟𝑘(𝑥)

, 𝑥 /∈ 𝐹𝑘.

Очевидно, 𝜙
(𝑛)
𝑘 (𝑥) → 𝜒𝐹𝑘

(𝑥) при 𝑛→∞. В силу теоремы Леви для любого
𝜀𝑘 > 0 найдётся номер 𝑁 такой, что при всех 𝑛 > 𝑁

‖𝜙(𝑛)
𝑘 (𝑥)− 𝜒𝐹𝑘

(𝑥)‖𝑝 < 𝜀𝑘.

Кроме того, все функции 𝜙
(𝑛)
𝑘 (𝑥) являются непрерывными (так как непре-

рывны функции расстояния 𝑟𝑘(𝑥)), поэтому непрерывной будут функции
𝜒𝐹𝑘

(𝑥), а также функция

𝜙(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝜙
(𝑛)
𝑘 (𝑥).

Тогда

‖𝑓𝑛0(𝑥)− 𝜙(𝑥)‖𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑐𝑘𝜙
(𝑛)
𝑘 − 𝑐𝑘𝜒𝐸𝑘

(𝑥))

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑝

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝜙
(𝑛)
𝑘 − 𝜒𝐹𝑘

+ 𝜒𝐹𝑘
− 𝜒𝐸𝑘

)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑝

6
𝑚∑︁

𝑘=1

|𝑐𝑘|
[︂
‖𝜙(𝑛)

𝑘 −𝜒𝐹𝑘
‖𝑝+‖𝜒𝐹𝑘

−𝜒𝐸𝑘
‖𝑝

]︂
6

6
𝑚∑︁

𝑘=1

2|𝑐𝑘|𝜀𝑘 < 𝜀 при 𝜀𝑘 <
𝜀

2𝑘+1|𝑐𝑘|
.

Теорема доказана. �
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Замечание. Рассмотренные в теореме функции 𝜙
(𝑛)
𝑘 являются непре-

рывными на всем пространстве R𝑚.

Теорема 3 (о непрерывности в метрике 𝐿𝑝). Пусть 𝐸 — ограни-
ченное измеримое множество. Тогда для любой функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸) и
любого 𝜀 > 0 найдется число 𝛿 > 0 такое, что при |ℎ| < 𝛿 справедливо
неравенство ‖𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸) < 𝜀, где функция 𝑓(𝑥) продолжена вне
𝐸 тождественным нулем.
Доказательство. В силу того, что множество 𝐸 ограничено, существу-
ет шар 𝐵(𝑟) (радиуса 𝑟 и с центром в начале координат), содержащий 𝐸
(𝐸 ⊂ 𝐵(𝑟)).

Рассмотрим множество 𝐸1 = 𝐵(𝑟+1). Если 𝑥 ∈ 𝐸, а |ℎ| < 1, то 𝑥+ℎ ∈ 𝐸1.
В силу теоремы 2 для любой функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝐸) и любого 𝜀 > 0
существует функция 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶(𝐸) такая, что ‖𝑓(𝑥) − 𝜙(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸1) < 𝜀.
Тогда

‖𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸) 6

6 ‖𝑓(𝑥+ℎ)−𝜙(𝑥+ℎ)‖𝐿𝑝(𝐸) +‖𝜙(𝑥+ℎ)−𝜙(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸) +‖𝑓(𝑥)−𝜙(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸) 6

6 2‖𝑓(𝑥)− 𝜙(𝑥)‖𝐿𝑝(𝐸1) + ‖𝜙(𝑥+ ℎ)− 𝜙(𝑥)‖𝐶(𝐸1) < 2𝜀+ 𝜀 = 3𝜀.

Теорема доказана. �

§6. Метрические и нормированные простран-

ства

Определение 1. Множество 𝑀 называется метрическим простран-
ством, если каждой паре (𝑥, 𝑦) элементов этого множества поставлено в
соответствие неотрицательное число 𝜌(𝑥, 𝑦) (называемое метрикой или
расстоянием между элементами 𝑥 и 𝑦), удовлетворяющее следующим
условиям (аксиомам):

1. 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥)

2. 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦

3. 𝜌(𝑥, 𝑧) 6 𝜌(𝑥, 𝑦) + 𝜌(𝑦, 𝑧) (так называемая аксиома треугольника)

Определение 2. Элемент 𝑥 метрического пространства 𝑀 называет-
ся пределом последовательности {𝑥𝑛} (обозначается 𝑥 = lim

𝑛→∞
𝑥𝑛), если
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𝜌(𝑥, 𝑥𝑛) → 0 при 𝑛→∞.

Последовательность {𝑥𝑛} элементов метрического пространства𝑀 назы-
вается фундаментальной, если для любого 𝜀 > 0 найдётся номер 𝑛0(𝜀)
такой, что при 𝑛,𝑚 > 𝑛0 𝜌(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀 (другими словами, 𝜌(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) →
0 при 𝑛→∞ и 𝑚→∞).

Последовательности в метрическом пространстве обладают следующими
свойствами:

1. 𝑥𝑛 → 𝑥 ⇒ 𝑥𝑛𝑘
→ 𝑥 (очевидно).

2. 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑥𝑛 → 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦.
Для доказательства достаточно заметить, что в силу аксиомы 3
𝜌(𝑥, 𝑦) 6 𝜌(𝑥, 𝑥𝑛) + 𝜌(𝑦, 𝑥𝑛). 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑥𝑛 → 𝑦, поэтому при 𝑛 → ∞
𝜌(𝑥, 𝑥𝑛) → 0 и 𝜌(𝑦, 𝑥𝑛) → 0. Следовательно, 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0, то есть
𝑥 = 𝑦.

3. 𝑥𝑛 → 𝑥 ⇒ 𝜌(𝑥𝑛, 𝜃) 6 𝐾 ∀𝜃.
Опять же, в силу аксиомы треугольника для любого 𝑛 верно нера-
венство 𝜌(𝑥𝑛, 𝜃) 6 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝜌(𝑥, 𝜃) 6 𝐿+ 𝜌(𝑥, 𝜃) = 𝐾.

Введём следующие обозначения:

∙ Шаром с центром в точке 𝑎 и радиусом 𝑟 называется множество
точек 𝑆(𝑎, 𝑟) = {𝜌(𝑎, 𝑥) < 𝑟};

∙ Замкнутым шаром с центром в точке 𝑎 и радиусом 𝑟 называется
множество точек 𝑆(𝑎, 𝑟) = {𝜌(𝑎, 𝑥) 6 𝑟};

∙ Окрестностью точки 𝑎 называется любой шар 𝑆(𝑎, 𝑟);

∙ Множество называется ограниченным, если оно содержится в каком-
либо шаре;

∙ В метрическом пространстве 𝑀 точка 𝑎 называется предельной
точкой множества 𝑋 (𝑋 ⊂ 𝑀), если в любой окрестности точ-
ки 𝑎 содержится хотя бы одна точка множества 𝑋, отличная от 𝑎,
то есть если ∀𝑟 𝑆(𝑎, 𝑟) ∩ {𝑋 ∖ 𝑎} ≠ ∅;

∙ Замыканием множества 𝑋 называется множество, полученное при-
соединением к 𝑋 всех его предельных точек;

∙ Множество 𝑋 называется замкнутым, если оно совпадает со своим
замыканием (𝑋 = 𝑋);
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∙ Множество 𝑋 называется открытым, если замкнуто его дополне-
ние {𝑋 = 𝑀 ∖𝑋;

∙ Множество𝑋 называется всюду плотным в метрическом простран-
стве 𝑀 , если 𝑋 = 𝑀 ;

∙ Множество 𝑋 называется нигде не плотным в метрическом про-
странстве 𝑀 , если любой шар пространства 𝑀 содержит в себе
шар без точек множества 𝑋.

Пример. Рассмотрим на множестве действительных чисел следующую
метрику:

𝜌(𝑥, 𝑦) =

{︃
1, 𝑥 ̸= 𝑦,

0, 𝑥 = 𝑦.

В таком метрическом пространстве ни одно множество не будет иметь
предельных точек, поэтому любое множество будет одновременно и за-
мкнутым, и открытым.

Определение 3. Метрическое пространство 𝑀 называется полным, ес-
ли любая фундаментальная последовательность в 𝑀 сходится к некото-
рому пределу, являющемуся элементом 𝑀 .

Рассмотрим множество всех числовых последовательностей веществен-

ных чисел 𝑥 = (𝜉1, 𝜉2, . . . ) таких, что
∞∑︀
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝 < +∞ (𝑝 > 1). Для его

элементов 𝑥 = (𝜉1, 𝜉2, . . . ) и 𝑦 = (𝜂1, 𝜂2, . . . ) определим расстояние по
формуле

𝜌𝑝(𝑥, 𝑦) =

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜂𝑖|𝑝
)︃ 1

𝑝

.

Эта метрика удовлетворяет трём аксиомам метрического пространства.
Полученное пространство называется пространством 𝑙𝑝.

Утверждение. 𝑙𝑝 — полное пространство.
Доказательство. Рассмотрим в 𝑙𝑝 произвольную фундаментальную по-

следовательность {𝑥𝑛}, где 𝑥𝑛 = (𝜉
(𝑛)
1 , 𝜉

(𝑛)
2 , . . . ):

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) : ∀𝑛,𝑚 > 𝑁 𝜌𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) =

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 − 𝜉

(𝑚)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

< 𝜀
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Получаем, что

∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 − 𝜉

(𝑚)
𝑖 |𝑝 < 𝜀𝑝 ⇒ |𝜉(𝑛)

𝑖 − 𝜉
(𝑚)
𝑖 |𝑝 < 𝜀𝑝 ⇒ |𝜉(𝑛)

𝑖 − 𝜉
(𝑚)
𝑖 | < 𝜀.

А это означает, что последовательность {𝜉(𝑛)
𝑖 } сходится к некоторому 𝜉𝑖.

Поэтому последовательность {𝑥𝑛} сходится к некоторому 𝑥 = (𝜉1, 𝜉2, . . . ).
Докажем, что 𝑥 ∈ 𝑙𝑝.

Так как
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 − 𝜉

(𝑚)
𝑖 |𝑝 < 𝜀𝑝,

то для любого числа 𝑘 будет верно неравенство

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 − 𝜉

(𝑚)
𝑖 |𝑝 < 𝜀𝑝.

Устремляя к бесконечности сначала 𝑚, а затем 𝑘, а также возводя нера-
венство в степень 1

𝑝
, получаем неравенство

∞∑︁
𝑖=1

(︁
|𝜉𝑖 − 𝜉

(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︁ 1
𝑝
< 𝜀.

Таким образом, при любом 𝑛 (𝑥 − 𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝. Кроме того, сами 𝑥𝑛 также
являются элементами 𝑙𝑝

Рассмотрим два числа, 𝑎 и 𝑏. Очевидно, что |𝑎+𝑏| 6 |𝑎|+|𝑏|. Если |𝑎| > |𝑏|,
то

|𝑎+ 𝑏| 6 2|𝑎| ⇒ |𝑎+ 𝑏|𝑘 6 2𝑘|𝑎|𝑘 6 2𝑘(|𝑎|𝑘 + |𝑏|𝑘).
Если же |𝑎| 6 |𝑏|, то

|𝑎+ 𝑏| 6 2|𝑏| ⇒ |𝑎+ 𝑏|𝑘 6 2𝑘|𝑏|𝑘 6 2𝑘(|𝑎|𝑘 + |𝑏|𝑘).

Таким образом, неравенство |𝑎+ 𝑏|𝑘 6 2𝑘(|𝑎|𝑝 + |𝑏|𝑘) выполняется всегда.
Положим 𝑎 = 𝜉𝑖 − 𝜉

(𝑛)
𝑖 , 𝑏 = 𝜉

(𝑛)
𝑖 , 𝑘 = 𝑝. Получаем, что(︃

∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝
)︃ 1

𝑝

=

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜉
(𝑛)
𝑖 + 𝜉

(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

6

6

(︃
∞∑︁
𝑖=1

2𝑝
(︀
|𝜉𝑖 − 𝜉

(𝑛)
𝑖 |𝑝 + |𝜉(𝑛)

𝑖 |𝑝
)︀)︃ 1

𝑝

= 2

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜉
(𝑛)
𝑖 |𝑝 +

∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

.
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Теперь применим то же самое неравенство для 𝑎 =
∞∑︀
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜉
(𝑛)
𝑖 |𝑝, 𝑏 =

∞∑︀
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 |𝑝, 𝑘 = 1

𝑝
:

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝
)︃ 1

𝑝

6 2

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜉
(𝑛)
𝑖 |𝑝 +

∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

6

6 21+ 1
𝑝

⎛⎝(︃ ∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜉
(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

+

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

⎞⎠ .

В силу того, что (𝑥 − 𝑥𝑛) и 𝑥𝑛 являются элементами 𝑙𝑝, справедливы
неравенства(︃

∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖 − 𝜉
(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

< +∞,

(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉(𝑛)
𝑖 |𝑝

)︃ 1
𝑝

< +∞.

Но тогда справедливо и неравенство(︃
∞∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝
)︃ 1

𝑝

< +∞,

а оно означает, что 𝑥 ∈ 𝑙𝑝. �

Теорема 1 (о вложенных шарах). Пусть в полном метрическом про-
странстве имеется последовательность вложенных друг в друга замкну-
тых шаров, радиусы которых стремятся к нулю:

𝑆1(𝑎1, 𝑟1) ⊃ 𝑆2(𝑎2, 𝑟2) ⊃ . . . , 𝑟𝑛 → 0 при 𝑛→∞.

Тогда существует одна и только одна точка, принадлежащая всем этим
шарам.
Доказательство. Рассмотрим последовательность {𝑎𝑛} центров этих
шаров. Так как 𝑆𝑛+𝑝 ⊂ 𝑆𝑛, то 𝑎𝑛+𝑝 ∈ 𝑆𝑛. Следовательно, 𝜌(𝑎𝑛+𝑝, 𝑎𝑛) < 𝑟𝑛

и поэтому стремится к нулю при 𝑛 → ∞. Это означает, что последова-
тельность {𝑎𝑛} является фундаментальной. Так как по условию задачи
рассматриваемое метрическое пространство является полным, то {𝑎𝑛}
сходится к некоторому элементу 𝑎 этого же пространства.

Возьмём любой шар 𝑆𝑘. Тогда точки 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, . . . принадлежат 𝑆𝑘.
Так как шар по условию замкнут, предел 𝑎 последовательности {𝑎𝑛}∞𝑛=𝑘
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также принадлежит 𝑆𝑘. Следовательно, предел 𝑎 последовательности
{𝑎𝑛}∞𝑛=1 принадлежит всем шарам.

Допустим, что существует точка 𝑏, принадлежащая всем шарам и отлич-
ная от 𝑎 (то есть 𝜌(𝑎, 𝑏) = 𝛿 > 0). Так как 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑛 ∀𝑛, то справедливо
неравенство

𝛿 = 𝜌(𝑎, 𝑏) 6 𝜌(𝑎, 𝑎𝑛) + 𝜌(𝑎𝑛, 𝑏) 6 2𝜀𝑛 → 0 при 𝑛→∞.

Мы получили противоречие; следовательно, всем шарам принадлежит
только одна точка. �

Определение 4. Множество 𝑋 метрического пространства 𝑀 называ-
ется множеством 1-й категории, если его можно представить в виде не
более чем счётного объединения нигде не плотных множеств. Множество,
не являющееся множеством 1-й категории, называется множеством 2-й
категории.

Множество рациональных точек на R является множеством 1-й катего-
рии, множество иррациональных точек — множеством 2-й категории.
Теорема 2 (теорема Бэра о категориях). Полное метрическое про-
странство является множеством 2-й категории.
Доказательство. Пусть это не так. Тогда рассматриваемое простран-

ство 𝑀 представимо в виде 𝑀 =
∞⋃︀

𝑛=1

𝑋𝑛, где множества 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .

нигде не плотны.

Рассмотрим шар 𝑆(𝑎, 1), где 𝑎 — произвольная точка пространства. Так
как множество 𝑋1 нигде не плотно, то внутри шара 𝑆(𝑎, 1) найдётся
подшар 𝑆1(𝑎1, 𝑟1) радиуса 𝑟1 < 1, не содержащий точек 𝑋1. Так как мно-
жество 𝑋2 нигде не плотно, то внутри шара 𝑆1(𝑎1, 𝑟1) найдётся подшар
𝑆2(𝑎2, 𝑟2) радиуса 𝑟2 <

1
2
, не содержащий точек 𝑋2. Проводя аналогич-

ные рассуждения дальше, получим последовательность замкнутых ша-
ров, вложенных друг в друга:

𝑆1(𝑎1, 𝑟1) ⊃ 𝑆2(𝑎2, 𝑟2) ⊃ . . . ,

причём шар 𝑆𝑘(𝑎𝑘, 𝑟𝑘) не содержит точек ни одного из множеств 𝑋1,
𝑋2, . . . , 𝑋𝑘. По теореме 1 существует точка 𝑎 ∈𝑀 , принадлежащая всем
этим шарам. Но тогда эта точка не принадлежит ни одному из множеств
𝑋𝑛, объединением которых является𝑀 ∋ 𝑎. Мы получили противоречие
⇒ наше предположение неверно. Теорема доказана. �
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Рассмотрим оператор 𝐴 : 𝑀 →𝑀 . Оператор 𝐴 называется сжимающим
отображением (сжимающим оператором) на𝑀 , если существует число
𝛼 < 1 такое, что для всех 𝑥, 𝑦 ∈𝑀 справедливо неравенство

𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑦) 6 𝛼𝜌(𝑥, 𝑦).

Неподвижной точкой оператора 𝐴 называется точка, удовлетворяющая
условию 𝐴𝑥 = 𝑥.

Теорема 3 (Принцип сжимающих отображений). Пусть 𝑀 — пол-
ное метрическое пространство, 𝐴 — сжимающее отображение на 𝑀 . То-
гда 𝐴 имеет единственную неподвижную точку в 𝑀 .
Доказательство. Фиксируем произвольный элемент 𝑥 ∈𝑀 и построим
для него итерационную последовательность {𝑥𝑛} следующим образом:

𝑥1 = 𝐴𝑥, ∀𝑛 > 1 𝑥𝑛 = 𝐴𝑥𝑛−1.

Заметим, что

𝜌(𝑥2, 𝑥1) = 𝜌(𝐴𝑥1, 𝐴𝑥) 6 𝛼𝜌(𝑥1, 𝑥) = 𝛼𝜌(𝐴𝑥, 𝑥);

. . .

𝜌(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) 6 𝛼𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) 6 𝛼𝑛𝜌(𝐴𝑥, 𝑥).

Тогда

𝜌(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) 6 𝜌(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) + 𝜌(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+1) + · · ·+ 𝜌(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛+𝑝−1) 6

6 𝛼𝑛𝜌(𝐴𝑥, 𝑥) + 𝛼𝑛+1𝜌(𝐴𝑥, 𝑥) + · · ·+ 𝛼𝑛+𝑝−1𝜌(𝐴𝑥, 𝑥) =

=
𝛼𝑛(1− 𝛼𝑝)

1− 𝛼
𝜌(𝐴𝑥, 𝑥) 6

𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝐴𝑥, 𝑥).

Так как 𝛼 < 1, то 𝜌(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) → 0 при 𝑛→∞. Это означает, что последо-
вательность {𝑥𝑛} является фундаментальной. По условию 𝑀 — полное
метрическое пространство; следовательно, существует точка 𝑥0 ∈𝑀 , яв-
ляющаяся пределом {𝑥𝑛} при 𝑛→∞. Докажем неподвижность 𝑥0:

𝜌(𝐴𝑥0, 𝑥0) 6 𝜌(𝐴𝑥0, 𝑥𝑛) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) =

= 𝜌(𝐴𝑥0, 𝐴𝑥𝑛−1) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) 6

6 𝛼𝜌(𝑥0, 𝑥𝑛−1) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) → 0 при 𝑛→∞.

Устремив 𝑛 к бесконечности, получим, что 𝜌(𝐴𝑥0, 𝑥0) = 0; следовательно,
точка 𝑥0 действительно является неподвижной.
Утверждение о том, что неподвижная точка единственна, докажем от
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противного. Пусть существуют две неподвижных точки: 𝐴𝑥 = 𝑥,𝐴𝑦 = 𝑦.
Тогда

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑦) 6 𝛼𝜌(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0,

то есть 𝑥 = 𝑦. Теорема полностью доказана. �

Пример. Одним из применений принципа сжимающих отображений яв-
ляется доказательство существования и единственности решения инте-
грального уравнения Фредгольма 2-го рода. Пусть𝐾(𝑠, 𝑡)— действитель-
ная функция, 𝐾(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐿2(Π), где Π — квадрат (𝑎 6 𝑡, 𝑠 6 𝑏) (это усло-

вие, вообще говоря, можно заменить условием
𝑏∫︀

𝑎

𝑑𝑡
𝑏∫︀

𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 < +∞),

и пусть, кроме того, функция 𝑓(𝑠) ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏). Докажем, что тогда инте-
гральное уравнение

𝑥(𝑠) = 𝜆

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑓(𝑠)

имеет при достаточно малых значениях параметра 𝜆 единственное реше-
ние 𝑥(𝑠) ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏).

Рассмотрим соответствующий оператор

𝐴𝑥 = 𝜆

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑓(𝑠) = 𝜆𝐴1𝑥+ 𝑓(𝑠),

где 𝐴1𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡.

Докажем, что оператор 𝐴 переводит каждую функцию 𝑥(𝑠) ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏)
в функцию, также принадлежащую 𝐿2(𝑎, 𝑏). Так как 𝑓(𝑠) ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏), то
достаточно доказать, что оператор 𝐴1 обладает тем же свойством.

Так как 𝐾(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐿2(Π), то при каждом фиксированном 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] функ-
ция𝐾(𝑠, 𝑡), являясь функцией𝐾(𝑡), принадлежит пространству 𝐿2([𝑎, 𝑏]).
Функция 𝑥(𝑡) также принадлежит 𝐿2([𝑎, 𝑏]). Но тогда и функции (𝐾(𝑠, 𝑡)+
𝑥(𝑡)), (𝐾(𝑠, 𝑡) − 𝑥(𝑡)) ∈ 𝐿2([𝑎, 𝑏]) ⇒ функции (𝐾(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑡))2, (𝐾(𝑠, 𝑡) −
𝑥(𝑡))2 интегрируемы по 𝑡 на [𝑎, 𝑏]⇒функция𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡) = 1

4
((𝐾 + 𝑥)2 − (𝐾 − 𝑥)2)

также является интегрируемой по 𝑡 на [𝑎, 𝑏]. Следовательно, для всех
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𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] существует интеграл

𝑦(𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡.

Применяем к 𝑦2(𝑠) неравенство Коши-Буняковского:

𝑦2(𝑠) =

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠2

6

𝑏∫︁
𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2(𝑡)𝑑𝑡.

Интеграл
𝑏∫︀

𝑎

𝑥2(𝑡)𝑑𝑡 представляет собой некоторую постоянную. Функция

𝐾2(𝑠, 𝑡) интегрируема на Π, поэтому в силу теоремы Фубини функция
𝑏∫︀

𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 интегрируема по 𝑠 на [𝑎, 𝑏]. Значит, и функция 𝑦2(𝑠) является

интегрируемой по 𝑠 на [𝑎, 𝑏], причём справедливо неравенство

𝑏∫︁
𝑎

𝑦2(𝑠)𝑑𝑠 6
∫︁ 𝑏

𝑎

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑠.
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Оценим теперь 𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑧):

𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑧) =

=

⎛⎜⎝ 𝑏∫︁
𝑎

⎡⎣𝜆 𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡− 𝜆

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑧(𝑡)𝑑𝑡

⎤⎦2

𝑑𝑠

⎞⎟⎠
1
2

=

= |𝜆|

⎛⎜⎝ 𝑏∫︁
𝑎

⎡⎣ 𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑡)[𝑥(𝑡)− 𝑧(𝑡)]𝑑𝑡

⎤⎦2

𝑑𝑠

⎞⎟⎠
1
2

6

6 |𝜆|

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

⎡⎣ 𝑏∫︁
𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

⎤⎦⎡⎣ 𝑏∫︁
𝑎

[𝑥(𝑡)− 𝑧(𝑡)]2𝑑𝑡

⎤⎦ 𝑑𝑠
⎞⎠

1
2

=

= |𝜆|

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑠

𝑏∫︁
𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠
1
2
⎛⎝ 𝑏∫︁

𝑎

[𝑥(𝑡)− 𝑧(𝑡)]2𝑑𝑡

⎞⎠
1
2

=

= |𝜆|

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑠

𝑏∫︁
𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠
1
2

𝜌(𝑥, 𝑧).

Таким образом, при

|𝜆| < 1(︂
𝑏∫︀

𝑎

𝑑𝑠
𝑏∫︀

𝑎

𝐾2(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡

)︂ 1
2

мы находимся в условиях применимости принципа сжимающих отобра-
жений, то есть у оператора 𝐴 существует единственная неподвижная
точка. А это и означает существование и единственность решения инте-
грального уравнения Фредгольма 2-го рода. �

Задача. Рассмотрим в произвольном метрическом пространстве 𝑀 опе-
ратор 𝐴:

𝐴 : 𝑀 →𝑀, 𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑦) < 𝜌(𝑥, 𝑦).

Можно ли обобщить теорему о неподвижной точке (другими словами, в
любых ли метрических пространствах оператор 𝐴 имеет неподвижную
точку)?
[Правильный ответ — нет]
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Перейдём к рассмотрению нормированных пространств.

Линейным многообразием 𝐿 в линейном пространстве𝑋 называется непу-
стое подмножество пространства 𝑋, обладающее тем свойством, что для
любых элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 их линейная комбинация 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 также при-
надлежит 𝐿.

Определение 4. Линейное многообразие в нормированном простран-
стве называется подпространством, если оно замкнуто относительно
сходимости по норме.

Теорема 4 (теорема Рисса). Пусть 𝑋 — подпространство в нормиро-
ванном пространстве𝑀 , не совпадающее с𝑀 . Тогда для любого 𝜀 ∈ (0, 1)
найдётся элемент 𝑦 ∈𝑀 ∖𝑋, ‖𝑦‖ = 1 и такой, что ∀𝑥 ∈ 𝑋 ‖𝑥−𝑦‖ > 1−𝜀.
Доказательство. Выберем произвольный элемент 𝑦0 ∈𝑀 ∖𝑋 (𝑀 ∖𝑋 ̸=
∅, так как 𝑋 — подпространство 𝑀 , не совпадающее с 𝑀). Рассмотрим
величину

𝑑 = inf
𝑥∈𝑋

‖𝑥− 𝑦0‖.

От противного доказывается, что 𝑑 > 0 (если бы 𝑑 равнялось нулю, то
существовала бы последовательность {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋, сходящаяся к 𝑦0 /∈ 𝑋;
тем самым нарушалась бы замкнутость относительно сходимости по нор-
ме).

Таким образом, для любого 𝜀 > 0 найдётся элемент 𝑥0 ∈ 𝑋 такой, что

0 < 𝑑 6 ‖𝑥0 − 𝑦0‖ < 𝑑 + 𝑑𝜀. Тогда выберем элемент 𝑦 =
𝑥0 − 𝑦0

‖𝑥0 − 𝑦0‖
.

Очевидно, что ‖𝑦‖ = 1. То, что 𝑦 /∈ 𝑋, доказывается от противного (если
бы 𝑦 принадлежал 𝑋, то и элемент ‖𝑥0− 𝑦0‖𝑦+𝑥0 = 𝑦0 принадлежал бы
𝑋, а этого быть не может). Проверим, что он удовлетворяет требуемому
неравенству:

‖𝑥− 𝑦‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑥0 − 𝑦0

‖𝑥0 − 𝑦0‖

⃦⃦⃦⃦
=

=

⃦⃦⃦⃦
𝑦0 − (𝑥0 − ‖𝑥0 − 𝑦0‖𝑥)

‖𝑥0 − 𝑦0‖

⃦⃦⃦⃦
>

𝑑

𝑑+ 𝑑𝜀
=

=
1

1 + 𝜀
> 1− 𝜀. �
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§7. Линейные операторы

Определение 1. Оператор 𝐴, действующий из линейного нормирован-
ного пространства 𝑋 в линейное нормированное пространство 𝑌 над од-
ним и тем же полем чисел (R или C), называется линейным оператором,
если

1. ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 𝐴(𝑥1 + 𝑥2) = 𝐴𝑥1 + 𝐴𝑥2;

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝜆 ∈ R(𝜆 ∈ C) 𝐴𝜆𝑥 = 𝜆𝐴𝑥1.

Определение 2. Оператор : 𝑋 → 𝑌 называется непрерывным, если
из сходимости последовательности {𝑥𝑛} к 𝑥 в пространстве 𝑋 следует
сходимость последовательности {𝐴𝑥𝑛} к 𝐴𝑥 в пространстве 𝑌 .

Теорема 1. Для того, чтобы линейный оператор был непрерывным,
необходимо и достаточно, чтобы он был непрерывен хотя бы в одной
точке.
Доказательство.Необходимость очевидна; докажем достаточность. Пусть
в некоторой точке 𝑥0 ∈ 𝑋 оператор 𝐴 непрерывен: 𝑥𝑛 → 𝑥0 ⇒ 𝐴𝑥𝑛 →
𝐴𝑥0. Пусть теперь 𝑥 — произвольная точка пространства 𝑋 и 𝑥𝑛 → 𝑥.
Тогда 𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑥0 → 𝑥0, поэтому в силу непрерывности оператора 𝐴 в
точке 𝑥0

𝐴(𝑥𝑛 − 𝑥+ 𝑥0) = 𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑥+ 𝐴𝑥0 → 𝐴𝑥0.

Из этого следует, что 𝐴𝑥𝑛 → 𝐴𝑥. �

Пример. Рассмотрим линейное пространство непрерывных на сегменте
[0; 1] функций и оператор 𝐴𝑓(𝑡) = 𝑓(0) на нём.

1. Сначала введем метрику 𝐶[0; 1] : ‖𝑓(𝑡)‖ = max
𝑡∈[0,1]

|𝑓(𝑡)|. В этой мет-

рике оператор 𝐴 будет являться непрерывным, так как он непре-
рывен в нуле: если ‖𝑓𝑛(𝑡)− 0‖ → 0, то ‖𝐴𝑓𝑛(𝑡)− 0‖ = ‖𝑓𝑛(0)‖ → 0.

2. Теперь введём метрику 𝐿1([0, 1]) : ‖𝑓(𝑡)‖ =
1∫︀
0

|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡. Здесь непре-

рывности уже не будет. Например, возьмём последовательность
функций следующего вида:

𝑓𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛, если 𝑥 = 0

−𝑛3

2
𝑥+ 𝑛 если 𝑥 ∈ (0; 2

𝑛2 )

0, если 𝑥 ∈ [ 2
𝑛2 , 1])
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Тогда в нуле получаем ‖𝑓𝑛(𝑡) − 0‖ = ‖𝑓𝑛(𝑡)‖ → 0, но при этом
‖𝐴𝑓𝑛(𝑡)− 0‖ = ‖𝑓𝑛(0)− 0‖ = 𝑛 ̸→ 0.

Определение 3. Оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 называется ограниченным, ес-
ли найдётся константа 𝑀 такая, что для всех 𝑥 ∈ 𝑋 будет справедливо
неравенство ‖𝐴𝑥‖𝑌 6𝑀‖𝑥‖𝑋 . При этом минимальная из таких констант

называется нормой оператора 𝐴: ‖𝐴‖ ≡ 𝑖𝑛𝑓𝑀 = sup
�̸�=0

‖𝐴𝑥‖
‖𝑥‖ .

Теорема 2. Для того, чтобы линейный оператор был непрерывным,
необходимо и достаточно, чтобы он был ограничен.
Доказательство. Сначала докажем необходимость. Пусть оператор 𝐴
непрерывен. Предположим, что он не ограничен (то есть "универсаль-
ной"константы 𝑀 не существует). Тогда найдётся последовательность
элементов {𝑥𝑛} такая, что ‖𝐴𝑥𝑛‖ > 𝑛‖𝑥𝑛‖. Введём в рассмотрение эле-
менты

𝜉𝑛 =
𝑥𝑛

𝑛‖𝑥𝑛‖
.

Тогда

‖𝜉𝑛‖ =
‖𝑥𝑛‖
𝑛‖𝑥𝑛‖

=
1

𝑛
→ 0 при 𝑛→∞.

С другой стороны,

‖𝐴𝜉𝑛‖ =
‖𝐴𝑥𝑛‖
𝑛‖𝑥𝑛‖

>
𝑛‖𝑥𝑛‖
𝑛‖𝑥𝑛‖

= 1 ̸→ 𝐴0 = 0.

Мы получили противоречие; следовательно, наше предположение невер-
но и оператор 𝐴 является ограниченным.

Теперь докажем достаточность. Пусть линейный оператор 𝐴 ограничен,
то есть существует константа 𝑀 такая, что для всех 𝑥 справедливо
‖𝐴𝑥‖ 6 𝑀‖𝑥‖. Пусть 𝑥𝑛 → 𝑥 при 𝑛 → ∞, то есть ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0 при
𝑛→∞. Но тогда

‖𝐴𝑥− 𝐴𝑥𝑛‖ = ‖𝐴(𝑥− 𝑥𝑛)‖ 6𝑀‖𝑥− 𝑥𝑛‖ → 0 при 𝑛→∞,

то есть оператор 𝐴 является непрерывным. �

В дальнейшем будем рассмаривать ограниченные операторы. Покажем,

что ‖𝐴‖ = sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ (или, другими словами, ‖𝐴‖ = sup
‖𝑥‖̸=0

‖𝐴𝑥‖
‖𝑥‖

).

Действительно, если ‖𝑥‖ 6 1, то

‖𝐴𝑥‖ 6 ‖𝐴‖‖𝑥‖ 6 ‖𝐴‖,
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поэтому и
sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ 6 ‖𝐴‖.

С другой стороны, для любого 𝜀 > 0 существует элемент 𝜉𝜀 такой, что

‖𝐴𝜉𝜀‖ > (‖𝐴‖ − 𝜀)‖𝜉𝜀‖.

(рассматриваем случай ‖𝐴‖ ≠ 0, ‖𝜉𝜀‖ ≠ 0). Возьмём

𝑥𝜀 =
𝜉𝜀
‖𝜉𝜀‖

.

Тогда

‖𝐴𝑥𝜀‖ =
‖𝐴𝜉𝜀‖
‖𝜉𝜀‖

>
(‖𝐴‖ − 𝜀)‖𝜉𝜀‖

‖𝜉𝜀‖
= ‖𝐴‖ − 𝜀.

Так как ‖𝑥𝜀‖ = 1, то

sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ > ‖𝐴𝑥𝜀‖ > ‖𝐴‖ − 𝜀,

поэтому sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ > ‖𝐴‖. Но перед этим мы получили неравенство

sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ 6 ‖𝐴‖. Эти два неравенства означают, что на самом деле

sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ = ‖𝐴‖. �

Утверждение. Пусть даны два линейных нормированных простран-
ства, 𝑋 и 𝑌 . Тогда совокупность всех линейных операторов, действу-
ющих из 𝑋 в 𝑌 (будем обозначать её 𝐿(𝑋 → 𝑌 )) образует линейное
нормированное пространство.
Доказательство. Линейность этого пространства очевидна (в качестве
нулевого элемента выбирается нулевой оператор). Покажем, что выпол-
няются аксиомы нормированного пространства. ‖𝐴‖ = sup

‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ > 0;

Если ‖𝐴‖ = 0, то ‖𝐴𝑥‖ = 0 для всех 𝑥 таких, что ‖𝑥‖ 6 1. Но тогда
𝐴𝑥 = 0 и для всех 𝑥, и, следовательно, 𝐴 = 0. Получили, что первая
аксиома выполняется.

‖𝜆𝐴‖ = sup
‖𝑥‖61

‖𝜆𝐴𝑥‖ = |𝜆| sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖ = |𝜆|‖𝐴𝑥‖,

то есть вторая аксиома также выполняется.

‖𝐴+𝐵‖ = sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥+𝐵𝑥‖ 6 sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥‖+ sup
‖𝑥‖61

‖𝐵𝑥‖ = ‖𝐴‖+ ‖𝐵‖.
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Таким образом, выполняется и третья аксиома, то есть пространство яв-
ляется нормированным. �

Теорема 3. Пусть 𝑋 — линейное нормированное пространство, 𝑌 — ба-
нахово пространство. Тогда 𝐿(𝑋 → 𝑌 ) — банахово пространство.
Доказательство.Пусть дана фундаментальная последовательность ли-
нейных операторов {𝐴𝑛}:

‖𝐴𝑚 − 𝐴𝑛‖ → 0 при 𝑚,𝑛→∞.

Тогда для любого 𝑥

‖𝐴𝑚𝑥− 𝐴𝑛𝑥‖ 6 ‖𝐴𝑚 − 𝐴𝑛‖‖𝑥‖ → 0 при 𝑚,𝑛→∞.

Следовательно, при каждом фиксированном 𝑥 последовательность {𝐴𝑛𝑥}
является фундаментальной; в силу полноты пространства 𝑌 это означа-
ет, что {𝐴𝑛𝑥} имеет некоторый предел 𝑦 ∈ 𝑌 . Таким образом, каждому
элементу 𝑥 ∈ 𝑋 ставится в соответствие элемент 𝑦 ∈ 𝑌 , то есть задаётся
некоторый оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 .

Докажем его ограниченность. По условию ‖𝐴𝑚−𝐴𝑛‖ → 0 при 𝑚,𝑛→∞;
значит,

|‖𝐴𝑚‖ − ‖𝐴𝑛‖| 6 ‖𝐴𝑚 − 𝐴𝑛‖ → 0 при 𝑚,𝑛→∞,

то есть числовая последовательность {‖𝐴𝑛‖} фундаментальна, а поэтому
и ограничена. Значит, существует такая константа 𝐶, что ‖𝐴𝑛‖ 6 𝐶 для
всех 𝑛. Следовательно, для всех 𝑛 справедливо и неравенство ‖𝐴𝑛𝑥‖ 6
‖𝐴𝑛‖‖𝑥‖ 6 𝐶‖𝑥‖. Получаем, что

‖𝐴𝑥‖ = lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛𝑥‖ 6 𝐶‖𝑥‖.

А это как раз и означает, что оператор 𝐴 является ограниченным. Кро-
ме того, оператор 𝐴, очевидно, линеен. Таким образом, 𝐴 принадлежит
рассматриваемому пространству линейных ограниченных операторов.

Далее, для любого 𝜀 > 0 найдётся номер 𝑚 такой, что

∀𝑥 ∈ 𝑋, ‖𝑥‖ 6 1 ‖𝐴𝑚𝑥− 𝐴𝑛𝑥‖ 6 ‖𝐴𝑚 − 𝐴𝑛‖‖𝑥‖ < 𝜀, 𝜀 > 0;𝑚,𝑛 > 𝑁.

Переходя в этом неравенстве к пределу при 𝑚→∞, получаем, что

∀𝑥 ∈ 𝑋, ‖𝑥‖ 6 1, ∀𝑛 > 𝑁 ‖𝐴𝑥− 𝐴𝑛𝑥‖ 6 𝜀.
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Но тогда для 𝑛 > 𝑁

‖𝐴− 𝐴𝑛‖ = sup
‖𝑥‖61

‖𝐴𝑥− 𝐴𝑛𝑥‖ 6 𝜀.

Следовательно, линейный ограниченный оператор 𝐴 = lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 в смысле

сходимости по норме в рассматриваемом пространстве линейных ограни-
ченных операторов, поэтому это пространство является банаховым. �

Следствие. Пространство 𝑋*, сопряжённое с линейным нормирован-
ным пространством 𝑋, является банаховым пространством.

Теорема 4 (теорема Банаха-Штейнгауза, принцип равномерной
ограниченности). Пусть 𝑋 и 𝑌 — банаховы пространства, на которых
задана последовательность линейных ограниченных операторов: 𝐴𝑛 ∈
𝐿(𝑋 → 𝑌 ). Тогда, если последовательность ‖𝐴𝑛𝑥‖ ограничена для лю-
бого 𝑥 ∈ 𝑋, то последовательность норм операторов также будет огра-
ниченной, то есть найдётся константа 𝐶 такая, что ‖𝐴𝑛‖ 6 𝐶.
Доказательство. Предположим обратное. Тогда множество {‖𝐴𝑛𝑥‖} не
ограничено на любом замкнутом шаре. Действительно, если ‖𝐴𝑛𝑥‖ 6 𝑐
для всех 𝑛 и всех 𝑥 из некоторого замкнутого шара 𝑆(𝑥0, 𝜀), то для лю-
бого 𝜉 ∈ 𝑋, 𝜉 ̸= 0, элемент

𝜉 · 𝜀
‖𝜉‖

+ 𝑥0

принадлежит этому шару и, следовательно, для него при всех 𝑛 выпол-
няются неравенства ‖𝐴𝑛𝑥‖ 6𝑀 . Тогда

‖𝐴𝑛𝜉‖ · 𝜀
‖𝜉‖

− ‖𝐴𝑛𝑥0‖ 6
⃦⃦⃦⃦
‖𝐴𝑛𝜉‖ · 𝜀
‖𝜉‖

+ 𝐴𝑛𝑥0

⃦⃦⃦⃦
6𝑀.

Отсюда получаем, что

‖𝐴𝑛𝜉‖ 6
𝑀 + ‖𝐴𝑛𝑥0‖

𝜀
‖𝜉‖.

Последовательность ‖𝐴𝑛𝑥‖ ограничена, поэтому для всех 𝑛 будет спра-
ведливо неравенство ‖𝐴𝑛𝜉‖ 6 𝑀‖𝜉‖. Но из него следует, что ‖𝐴𝑛‖ 6 𝑀 ,
что противоречит сделанному нами предположению. Итак, при нашем
предположении множество {‖𝐴𝑛𝑥‖} не ограничено на любом замкнутом
шаре.

Пусть теперь 𝐵0(𝑥0, 𝑟0) — произвольный замкнутый шар в 𝑋. Тогда в
силу того, что {‖𝐴𝑛𝑥‖} не ограничена на этом шаре, существуют но-
мер 𝑛 и элемент 𝑥1 ∈ 𝐵0 такие, что ‖𝐴𝑛1𝑥1‖ > 1. Так как оператор
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𝐴𝑛1 непрерывен, то это неравенство выполняется в некотором замкну-
том шаре 𝐵1(𝑥1, 𝑟1) ⊂ 𝐵0. На 𝐵1 последовательность {‖𝐴𝑛𝑥‖} снова не
ограничена, поэтому снова найдутся номер 𝑛2 > 𝑛1 и элемент 𝑥2 ∈ 𝐵1

такие, что ‖𝐴𝑛2𝑥2‖ > 2. Опять же, в силу непрерывности оператора 𝐴𝑛2

это свойство выполняется в некотором замкнутом шаре 𝐵2(𝑥2, 𝑟2) ⊂ 𝐵1

и так далее.

Таким образом, мы получаем последовательность вложенных друг в дру-
га замкнутых шаров, радиусы которых стремятся к 0 при 𝑛→∞. Следо-
вательно, будет существовать точка 𝑥, принадлежащая всем этим шарам.
Но тогда в этой точке для всех 𝑘 справедливо неравенство ‖𝐴𝑛𝑘

𝑥‖ > 𝑘,
а это противоречит условию теоремы о том, что для любого 𝑥 ∈ 𝑋 по-
следовательность ‖𝐴𝑛𝑥‖ является ограниченной. Следовательно, наше
предположение неверно. Теорема доказана. �

Следствие. Пусть 𝑋 и 𝑌 — банаховы пространства, задана последо-
вательность линейных ограниченных операторов 𝐴𝑛 ∈ 𝐿(𝑋 → 𝑌 ) и
существует последовательность {𝑥𝑛}, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 такая, что ‖𝑥𝑛‖ 6 1, а
‖𝐴𝑛𝑥𝑛‖ → +∞ при 𝑛 → ∞. Тогда найдётся элемент 𝑥 ∈ 𝑋, ‖𝑥0‖ 6 1,
такой, что lim sup

𝑛→∞
‖𝐴𝑛𝑥0‖ = +∞.

Доказательство. Пусть это не так, то есть для всех 𝑥 ∈ 𝑋 с ‖𝑥0‖ 6 1 по-
следовательность {‖𝐴𝑛𝑥‖} ограничена. Тогда при 𝜉 ̸= 0 элемент 𝑥 = 𝜉

‖𝜉‖
будет иметь норму ‖𝑥‖ = 1, а также будет справедливо неравенство

‖𝐴𝑛𝜉‖
‖𝜉‖

= ‖𝐴𝑛𝑥‖ 6𝑀 , где 𝑀 — некоторая константа.

Следовательно, ‖𝐴𝑛𝜉‖ 6𝑀‖𝜉‖, то есть для любого 𝜉 ∈ 𝑋 последователь-
ность {‖𝐴𝑛𝜉‖} является ограниченной. Следовательно, в силу теоремы
Банаха-Штейнгауза найдётся константа 𝐶 такая, что ‖𝐴𝑛‖ 6 𝐶. Полу-
чаем, что

‖𝐴𝑛𝑥𝑛‖ 6 ‖𝐴𝑛‖‖𝑥𝑛‖ 6 𝐶,

что противоречит условию. Значит, наше предположение неверно. �

Пример. Используя теорему Банаха-Штейнгауза, докажем существова-
ние непрерывной периодической функции, для которой ряд Фурье рас-
ходится. Итак, пусть 𝑓(𝑥) ∈ C[−𝜋; 𝜋], 𝑓(−𝜋) = 𝑓(𝜋). Сумма ряда Фурье
этой функции имеет вид

𝑆𝑛(𝑥) =
𝑎0

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥,
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где

𝑎𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡) cos 𝑘𝑡𝑑𝑡, 𝑏𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡) sin 𝑘𝑡𝑑𝑡.

Перепишем 𝑆𝑛(𝑥):

𝑆𝑛(𝑥) =
𝑎0

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥 =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡)𝑑𝑡+
∞∑︁

𝑘=1

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

cos 𝑘(𝑡− 𝑥)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

sin(𝑛+ 1
2
)(𝑡− 𝑥)

sin 𝑡−𝑥
2

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Определим функцию 𝑔(𝑡) следующим образом:

𝑔(𝑡) =

⎧⎨⎩
1

2 tan 𝑡
2

− 1

𝑡
, 𝑡 ̸= 0;

0, 𝑡 = 0.

Тогда

𝑆𝑛(0) =
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

sin(𝑛+ 1
2
)𝑡

sin 𝑡
2

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

=
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑛𝑡

𝑡
𝑓(𝑡)𝑑𝑡+

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑔(𝑡) sin𝑛𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡+
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

cos𝑛𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

=
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑛𝑡

𝑡
𝑓(𝑡)𝑑𝑡+𝑂(1), где 𝑂(1) → 0 при 𝑛→∞.

Рассмотрим оператор

𝐴𝑛𝑓(𝑥) =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑛𝑡

𝑡
𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Оператор 𝐴𝑛 действует из пространства ̃︀𝐶 (пространства непрерывных

периодических функций) в пространство 𝑅1 и любой функции 𝑓(𝑥) ∈ ̃︀𝐶
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ставит в соответствие частичную сумму её ряда Фурье (с точностью до
𝑂(1)). Рассмотрим следующую последовательность функций 𝑓𝑛:

𝑓𝑛(𝑥) = sgn 𝑥 · sin𝑛𝑥, ‖𝑓𝑛‖ 6 1.

Тогда

𝐴𝑛𝑓𝑛 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

sin2 𝑛𝑡

|𝑡|
𝑑𝑡 =

2

𝜋

𝜋∫︁
0

sin2 𝑛𝑡

𝑡
𝑑𝑡 =

=
2

𝜋

𝜋𝑛∫︁
0

sin2 𝑦

𝑦
𝑑𝑦 >

1

𝜋

𝜋𝑛∫︁
1

1− cos 2𝑦

𝑦
𝑑𝑦 =

=
1

𝜋
ln𝜋𝑛− 1

𝜋

𝜋𝑛∫︁
1

cos 2𝑦

𝑦
𝑑𝑦.

Интеграл

1

𝜋

𝜋𝑛∫︁
1

cos 2𝑦

𝑦
𝑑𝑦

сходится, поэтому

𝐴𝑛𝑓𝑛 =
1

𝜋
ln𝜋𝑛+𝑂(1).

Получаем, что при 𝑛→∞ 𝐴𝑛𝑓𝑛 →∞. Следовательно, в силу следствия
к теореме 4 существует такая функция 𝑓0(𝑥) ∈ ̃︀𝐶, что lim sup

𝑛→∞
𝐴𝑛𝑓0(𝑥) =

+∞, то есть ряд Фурье этой функции в нуле расходится. �

§8. Обратные операторы

Пусть есть два линейных нормированных пространства — 𝑋 и 𝑌 . Рас-
смотрим оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 с областью определения 𝐷(𝐴) = 𝑋 и
областью значений 𝑅(𝐴) ⊂ 𝑌 .

Если для любого 𝑦 ∈ 𝑅(𝐴) уравнение 𝐴𝑥 = 𝑦 имеет единственное реше-
ние, то говорят, что определен обратный оператор 𝐴−1 : 𝑅(𝐴) → 𝑋, то
есть 𝑋 = 𝐴−1𝑌 . Очевидно, что 𝐴𝐴−1 = 𝐸 и 𝐴−1𝐴 = 𝐸 — тождественные
операторы на 𝑅(𝐴) и 𝑋 соответственно.
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Если для оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 существует оператор 𝐴−1 : 𝑅(𝐴) → 𝑋
такой, что

𝐴−1𝐴𝑥 = 𝑥, 𝐴𝐴−1𝑦 = 𝑦,

то операторы 𝐴 и 𝐴−1 называются взаимно обратными. Если выпол-
няется только неравенство 𝐴−1𝐴𝑥 = 𝑥, то оператор 𝐴−1 называется ле-
вым обратным оператором для 𝐴; если выполняется только неравенство
𝐴𝐴−1𝑦 = 𝑦, то оператор 𝐴−1 называется правым обратным оператором
для 𝐴.

Легко показать, что оператор, обратный к линейному, также является
линейным. Пусть оператор 𝐴 является линейным. Рассмотрим

𝑥 = 𝐴−1(𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2)− 𝛼𝐴−1𝑦1 − 𝛽𝐴−1𝑦2.

Тогда

𝐴𝑥 = 𝐴𝐴−1(𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2)− 𝐴(𝛼𝐴−1𝑦1)− 𝐴(𝛽𝐴−1𝑦2) =

= 𝐴𝐴−1(𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2)− 𝛼𝐴𝐴−1𝑦1 − 𝛽𝐴𝐴−1𝑦2 =

= (𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2)− 𝛼𝑦1 − 𝛽𝑦2 = 0.

Cледовательно,
𝑥 = 𝐴−1𝐴𝑥 = 𝐴−10 = 0,

то есть
𝐴−1(𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2) = 𝛼𝐴−1𝑦1 + 𝛽𝐴−1𝑦2.

Таким образом, оператор 𝐴−1 также является линейным.

Теорема 1. Пусть A — линейный оператор, отображающий линейное
нормированное пространство 𝑋 на линейное нормированное простран-
ство 𝑌 , причём существует такая константа 𝑚 > 0, что ‖𝐴𝑥‖ > 𝑚‖𝑥‖
для всех 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда существует обратный линейный ограниченный
оператор 𝐴−1, ‖𝐴−1𝑦‖ 6 1

𝑚
‖𝑦‖.

Доказательство. Докажем, что уравнение 𝐴𝑥 = 𝑦 имеет единственное
решение. Предположим, что их два: 𝑦 = 𝐴𝑥1 = 𝐴𝑥2. Тогда 𝐴𝑥1 − 𝐴𝑥2 =
𝐴(𝑥1 − 𝑥2) = 0. Следовательно,

𝑚‖𝑥1 − 𝑥2‖ 6 ‖𝐴𝑥1 − 𝐴𝑥2‖ = 0 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2.

Таким образом, существует обратный оператор 𝐴−1. Он линеен в силу
линейности оператора 𝐴 и, кроме того, ограничен, так как для всех 𝑦 ∈
𝑅(𝐴) справедливо неравенство

‖𝐴−1𝑦‖ 6 1

𝑚
‖𝐴𝐴−1𝑦‖ =

1

𝑚
‖𝑦‖. �
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Теорема 2 (теорема Неймана). Пусть 𝑋 — банахово пространство,
оператор 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋 → 𝑋), и пусть ‖𝐴‖ 6 𝑞 < 1. Тогда оператор (𝐼 −
𝐴) имеет обратный линейный ограниченный оператор (𝐼 − 𝐴)−1, ‖(𝐼 −
𝐴)−1‖ 6 1

1−𝑞
.

Доказательство. Определим операторы, являющиеся степенями опе-
ратора 𝐴, следующим образом:

𝐴0 = 𝐼, 𝐴𝑛 = 𝐴(𝐴𝑛−1) при 𝑛 = 1, 2, . . . .

Для линейных ограниченных операторов 𝐴 и 𝐵 в банаховом простран-
стве 𝑋 справедливо неравенство ‖𝐴𝐵‖ 6 ‖𝐴‖‖𝐵‖, поскольку для любого
𝑥 ∈ 𝑋 справедливо неравенство

‖𝐴𝐵𝑥‖ 6 ‖𝐴‖ ‖𝐵𝑥‖ 6 ‖𝐴‖ ‖𝐵‖ ‖𝑥‖.

Поэтому ‖𝐴𝐴‖ 6 ‖𝐴‖ ‖𝐴‖ = ‖𝐴‖2, и аналогично ‖𝐴𝑛‖ 6 ‖𝐴‖𝑛 6 𝑞𝑛 для
всех 𝑛.

Введём оператор 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=0

𝐴𝑘. Тогда

(𝐼 + 𝐴)𝑆𝑛 = (𝐼 + 𝐴)
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(𝐼 + 𝐴)𝐴𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(𝐴𝑘 − 𝐴𝑘+1) = 𝐼 − 𝐴𝑛+1.

Но 𝐴𝑛+1 → 0 при 𝑛 → ∞, так как ‖𝐴𝑛+1‖ 6 ‖𝐴‖𝑛+1 6 𝑞𝑛+1 → 0 при
𝑛 → ∞ в силу 𝑞 < 1. Следовательно, существует обратный оператор

𝑆 = (𝐼 + 𝐴)−1 =
∞∑︀

𝑘=0

𝐴𝑘.

Легко заметить, что оператор 𝑆 является линейным. Кроме того, он яв-
ляется ограниченным:

‖𝑆‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦
∞∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

∞∑︁
𝑘=0

‖𝐴𝑘‖ 6
∞∑︁

𝑘=0

‖𝐴‖𝑘 6
∞∑︁

𝑘=0

𝑞𝑘 =
1

1− 𝑞
. �

Теорема 3. Пусть 𝑋 — банахово пространство, 𝐴,𝐴−1 ∈ 𝐿(𝑋 → 𝑋)
и существует линейный ограниченный оператор Δ𝐴 такой, что ‖Δ𝐴‖ <

1
‖𝐴−1‖ . Тогда оператор 𝐵 = 𝐴+Δ𝐴 имеет обратный оператор 𝐵−1, причём

‖𝐵−1 − 𝐴−1‖ 6 ‖Δ𝐴‖‖𝐴−1‖2

1− ‖Δ𝐴‖‖𝐴−1‖
.

Доказательство. Представим оператор 𝐵 в виде 𝐴 + Δ𝐴 = 𝐴(𝐼 +
𝐴−1Δ𝐴). Из условия задачи следует, что

‖𝐴−1Δ𝐴‖ 6 ‖𝐴−1‖‖Δ𝐴‖ < 1.
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Следовательно, в силу теоремы Неймана у оператора 𝐼 + 𝐴−1Δ𝐴 суще-
ствует обратный оператор (𝐼 +𝐴−1Δ𝐴)−1. Следовательно, произведение
(𝐼+𝐴−1Δ𝐴)−1𝐴−1 является обратным оператором к 𝐵, и при этом спра-
ведливы следующие неравенства:

‖𝐵−1 − 𝐴−1‖ = ‖(𝐼 + 𝐴−1Δ𝐴)−1𝐴−1 − 𝐴−1‖ 6

6 ‖𝐴−1‖‖(𝐼 − 𝐴−1Δ𝐴)−1 − 𝐼‖ 6 ‖𝐴−1‖
∞∑︁

𝑛=1

‖(𝐴−1Δ𝐴)𝑛‖𝑛 =

= ‖𝐴−1‖ ‖(𝐴−1Δ𝐴)𝑛‖
1− ‖(𝐴−1Δ𝐴)𝑛‖

6 ‖𝐴−1‖2 ‖Δ𝐴‖
1− ‖𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎𝐴‖‖𝐴−1‖

.

�
Теорема 4 (теорема Банаха об обратном операторе). Пусть 𝑋 и
𝑌 — банаховы пространства, линейный ограниченный оператор 𝐴 отоб-
ражает всё пространство 𝑋 на всё пространство 𝑌 взаимно однозначно.
Тогда существует обратный линейный ограниченный оператор 𝐴−1.
Доказательство. Так как линейный оператор 𝐴 осуществляет взаимно
однозначное соответствие между элементами пространств 𝑋 и 𝑌 , то он,
очевидно, будет иметь обратный оператор 𝐴−1, также являющийся ли-
нейным. Остаётся доказать ограниченность оператора 𝐴−1.

Введём в рассмотрение множества 𝑌𝑛 = {𝑦 ∈ 𝑌 : ‖𝐴−1𝑦‖ 6 𝑛‖𝑦‖}.
Любой элемент 𝑦 ∈ 𝑌 попадёт в множества 𝑌𝑛 при целочисленных 𝑛 >
‖𝐴−1𝑦‖
‖𝑦‖ . Следовательно, все пространство 𝑌 можно представить в виде

𝑌 =
∞⋃︁

𝑛=1

𝑌𝑛.

Пространство 𝑌 является банаховым, поэтому в силу теоремы Бэра о ка-
тегориях оно не может быть представлено в виде счётного числа нигде
не плотных множеств. Следовательно, найдётся хотя бы один номер 𝑛0

такой, что множество 𝑌𝑛0 не является нигде не плотным. Это значит, что
существует шар 𝑆(𝑦0, 𝑟0), в котором множество 𝑆(𝑦0, 𝑟0) ∩ 𝑌𝑛0 является
всюду плотным, то есть 𝑆(𝑦0, 𝑟0) ∩ 𝑌𝑛0 = 𝑆(𝑦0, 𝑟0). Производя замыка-

ние левой и правой частей этого множества, получим 𝑆(𝑦0, 𝑟0) ∩ 𝑌𝑛0 =
𝑆(𝑦0, 𝑟0) ∩ 𝑌𝑛0 = 𝑆(𝑦0, 𝑟0).

Рассмотрим замкнутый шар 𝑆(𝑦1, 𝑟1) ⊂ 𝑆(𝑦0, 𝑟0) и такой, что 𝑦1 ∈ 𝑌𝑛0 .
Тогда справедливо неравенство

𝑌𝑛0 ⊃ 𝑆(𝑦0, 𝑟0) ∩ 𝑌𝑛0 = 𝑆(𝑦0, 𝑟0) ⊃ 𝑆(𝑦1, 𝑟1).
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Следовательно, 𝑆(𝑦1, 𝑟1) ⊂ 𝑌𝑛0 . Возьмём произвольный элемент 𝑦 с нор-
мой ‖𝑦‖ = 𝑟1. Тогда элемент 𝑦+𝑦1 ∈ 𝑆(𝑦1, 𝑟1), так как ‖(𝑦+𝑦1)−𝑦1‖ = 𝑟1.
В силу неравенства 𝑆(𝑦1, 𝑟1) ⊂ 𝑌𝑛0 найдётся последовательность элемен-
тов {𝑧(𝑘)} из 𝑆(𝑦1, 𝑟1) ∩ 𝑌𝑛0 такая, что 𝑧

(𝑘) → 𝑦+𝑦1 при 𝑘 →∞. Обозначим
𝑦(𝑘) = 𝑧(𝑘)− 𝑦1, тогда 𝑦

(𝑘) → 𝑦 при 𝑘 →∞. Кроме того, ‖𝑦‖ = 𝑟1, поэтому
при 𝑘 > 𝐾 справедливы неравенства 𝑟1

2
6 ‖𝑦(𝑘)‖ 6 𝑟1.

Так как 𝑧(𝑘) и 𝑦1 принадлежат 𝑌𝑛0 , то

‖𝐴−1𝑦(𝑘)‖ 6 ‖𝐴−1𝑧(𝑘)‖+ ‖𝐴−1𝑦1‖ 6
6 𝑛0(‖𝑧(𝑘) + ‖𝑦1‖) 6 𝑛0(‖𝑦(𝑘)‖+ 2‖𝑦1‖) 6

6
2𝑛0

𝑟1
(𝑟1 + 2‖𝑦1‖)

𝑟1
2
6

2𝑛0

𝑟1
(𝑟1 + 2‖𝑦1‖)‖𝑦(𝑘)‖.

Обозначим за 𝑁 наименьшее целое число, превосходящее

2𝑛0

𝑟1
(𝑟1 + 2‖𝑦1‖)‖𝑦(𝑘)‖.

Тогда
‖𝐴−1𝑦(𝑘)‖ 6 𝑁‖𝑦(𝑘)‖,

поэтому все 𝑦(𝑘) ∈ 𝑌𝑛0 . Другими словами, любой элемент 𝑦 ∈ 𝑌 с нормой
‖𝑦‖ = 𝑟1, можно аппроксимировать элементами 𝑦

(𝑘) ∈ 𝑌𝑛0 (𝑦
(𝑘) → 𝑦 при

𝑘 → ∞). Возьмём теперь произвольный элемент 𝑦 ∈ 𝑌 . Рассмотрим
элемент

𝜉 = 𝑟1
𝑦

‖𝑦‖
.

Получаем, что ‖𝜉‖ = 𝑟1. Поэтому найдётся последовательность {𝜉(𝑘)} ⊂
𝑌𝑛0 , сходящаяся к 𝜉. Но тогда последовательность

𝑦(𝑘) = 𝜉(𝑘)‖𝑦‖
𝑟 1

→ 𝑦.

При этом

‖𝐴−1𝑦(𝑘)‖ =
‖𝐴−1𝜉(𝑘)‖‖𝑦‖

𝑟1
6 𝑁‖𝜉(𝑘)‖‖𝑦‖

𝑟1
= 𝑁‖𝑦(𝑘)‖,

то есть все 𝑦(𝑘) ∈ 𝑌𝑁 . Таким образом, пространство 𝑌𝑁 является всюду
плотным в 𝑌 .
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Возьмём произвольный элемент 𝑦 ∈ 𝑌 ; пусть ‖𝑦‖ = 𝑙. Найдём элемент
𝑦1 ∈ 𝑌𝑁 такой, что

‖𝑦 − 𝑦1‖ 6
𝑙

2
, ‖𝑦1‖ 6 𝑙.

Это можно сделать в силу того, что 𝑦 ∈ 𝑆(0, 𝑙) и множество 𝑆(0, 𝑙) ∩ 𝑌𝑁

является всюду плотным в 𝑆(0, 𝑙). Аналогично найдём элемент 𝑦2 ∈ 𝑌𝑁

такой, что

‖(𝑦 − 𝑦1)− 𝑦2‖ 6
𝑙

4
, ‖𝑦2‖ 6

𝑙

2
.

Продолжая так далее, построим элементы 𝑦𝑘 ∈ 𝑌𝑁 такие, что

‖𝑦 − (𝑦1 + 𝑦2 + · · ·+ 𝑦𝑘)‖ 6
𝑙

2𝑘
, ‖𝑦𝑘‖ 6

𝑙

2𝑘−1
.

Следовательно,

𝑦 = lim
𝑘→∞

∞∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖.

Положим 𝑥𝑘 = 𝐴−1𝑦𝑘, тогда

‖𝑥𝑘‖ 6 𝑁‖𝑦𝑘‖ 6
𝑁𝑙

2𝑘−1
.

Это означает, что последовательность {𝑠𝑘}, 𝑠𝑘 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑥𝑖 в силу полноты
пространства 𝑋 сходится к некоторому пределу 𝑥 ∈ 𝑋 при 𝑘 → ∞, так
как является фундаментальной:

‖𝑠𝑘+𝑝 − 𝑠𝑘‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑘+𝑝∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 𝑁𝑙

2𝑘−1
.

Следовательно,

𝑥 = lim
𝑘→∞

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 =
∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖.

Тогда

𝐴𝑥 = 𝐴

(︃
lim
𝑘→∞

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃
= lim

𝑘→∞

𝑘∑︁
𝑖=1

𝐴𝑥𝑖 = lim
𝑘→∞

∞∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑦,

поэтому

‖𝐴(−1)𝑦‖ = ‖𝑥‖ =

= lim
𝑘→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 lim

𝑘→∞

𝑘∑︁
𝑖=1

‖𝑥𝑖‖ 6 lim
𝑘→∞

∞∑︁
𝑖=1

𝑁𝑙

2𝑖−1
=

= 2𝑁𝑙 = 2𝑁‖𝑦‖.
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Это и означает, что оператор 𝐴−1 является ограниченным. �

§9. Линейные функционалы

Линейный непрерывный оператор, значения которого принадлежат про-
странству R1, называется линейным функционалом.

𝐿 : 𝑋 → R1.

Теорема 1 (теорема Хана-Банаха о продолжении линейного функ-
ционала). Пусть 𝑋 — линейное нормированное пространство, 𝐿 ⊂ 𝑋 -
линейное многообразие, на котором задан линейный функционал 𝑓(𝑥).
Тогда 𝑓(𝑥) можно продолжить на всё пространство 𝑋 с сохранением
нормы, то есть на 𝑋 существует линейный функционал 𝐹 (𝑥) такой, что:

1. 𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥) на L;

2. ‖𝐹‖𝑋 = ‖𝑓‖𝐿.

Доказательство. А) Возьмём элемент 𝑥0 /∈ 𝐿 и рассмотрим множе-
ство 𝐿0 = (𝐿, 𝑥0) элементов 𝑢 вида 𝑢 = 𝑥 + 𝑡𝑥0, где 𝑥 ∈ 𝐿, а 𝑡 ∈ R —
произвольное вещественное число. Очевидно,что 𝐿0 является линейным
многообразием. Докажем, что все его элементы однозначно представимы
в виде 𝑥+ 𝑡𝑥0. Допустим, имеются два представления

𝑢 = 𝑥1 + 𝑡1𝑥0 = 𝑥2 + 𝑡2𝑥0,

причём 𝑡1 ̸= 𝑡2 (иначе из 𝑥1 + 𝑡1𝑥0 = 𝑥2 + 𝑡1𝑥0 следовало бы, что 𝑥1 = 𝑥2,
то есть представление было бы единственным). Тогда

𝑥2 − 𝑥1 = (𝑡1 − 𝑡2)𝑥0 ⇒ 𝑥0 =
𝑥2 − 𝑥1

𝑡1 − 𝑡2
.

Но 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐿, поэтому и 𝑥0 должен принадлежать 𝐿, что невозможно.
Мы получили противоречие; следовательно, наше предположение невер-
но и представления элементов 𝐿0 единственны.

Возьмём два элемента 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐿. Имеем

𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥1 − 𝑥2) 6 ‖𝑓‖ ‖𝑥1 − 𝑥2‖ 6 ‖𝑓‖ [‖𝑥1 + 𝑥0‖+ ‖𝑥2 + 𝑥0‖].

Отсюда
𝑓(𝑥1)− ‖𝑓‖ ‖𝑥1 + 𝑥0‖ 6 𝑓(𝑥2) + ‖𝑓‖‖𝑥2 + 𝑥0‖.
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Поскольку 𝑥1 и 𝑥2 — произвольные элементы 𝐿, выбранные независимо
друг от друга, то

sup
𝑥∈𝐿

{𝑓(𝑥)− ‖𝑓‖‖𝑥+ 𝑥0‖} 6 inf
𝑥∈𝐿

{𝑓(𝑥) + ‖𝑓‖‖𝑥+ 𝑥0‖} .

Следовательно, существует вещественное число 𝑐 такое, что

sup
𝑥∈𝐿

{𝑓(𝑥)− ‖𝑓‖‖𝑥+ 𝑥0‖} 6 𝑐 6 inf
𝑥∈𝐿

{𝑓(𝑥) + ‖𝑓‖‖𝑥+ 𝑥0‖} .

Возьмём теперь произвольный элемент 𝑢 ∈ 𝐿0. Он имеет вид 𝑢 = 𝑥+ 𝑡𝑥0,
где 𝑥 ∈ 𝐿 и 𝑡 ∈ R однозначно определены. Введём новый функцинал
𝜙(𝑢), определив его для элемента 𝑢 = 𝑥+ 𝑡𝑥0 равенством

𝜙(𝑢) = 𝑓(𝑥)− 𝑡𝑐,

где 𝑐 — вещественное число, удовлетворяющее приведённому выше двой-
ному неравенству.

Очевидно, что функционал 𝜙(𝑢) является аддитивным (𝜙(𝑢1 + 𝑢2) =
𝜙(𝑢1) + 𝜙(𝑢2)), а на 𝐿 совпадает с функционалом 𝑓(𝑥). Докажем, что
𝜙(𝑢) ограничен и его норма совпадает с нормой 𝑓(𝑥).
Рассмотрим два случая:

1. 𝑡 > 0 :

𝜙(𝑢) = 𝑡
(︁
𝑓
(︁𝑥
𝑡

)︁
− 𝑐
)︁
6 𝑡 ‖𝑓‖ ‖𝑥

𝑡
+ 𝑥0‖ = ‖𝑓‖ ‖𝑥+ 𝑡𝑥0‖ = ‖𝑓‖ ‖𝑢‖.

2. 𝑡 < 0 :

𝜙(𝑢) = 𝑡
(︁
𝑓
(︁𝑥
𝑡

)︁
− 𝑐
)︁
6 −𝑡 ‖𝑓‖ ‖𝑥

𝑡
+ 𝑥0‖ = ‖𝑓‖ ‖𝑢‖.

Таким образом, неравенство 𝜙(𝑢) 6 ‖𝑓‖ ‖𝑢‖ справедливо для всех 𝑢 ∈ 𝐿0.
Заменяя в нём 𝑢 на (−𝑢), получим неравенство −𝜙(𝑢) 6 ‖𝑓‖ ‖𝑢‖. Сле-
довательно, и |𝜙(𝑢)| 6 ‖𝑓‖ ‖𝑢‖. Это значит, что ‖𝜙‖ 6 ‖𝑓‖. Поскольку
функционал 𝜙 является продолжением функционала 𝑓 с 𝐿 на 𝐿0, верно
и неравенство ‖𝜙‖ > ‖𝑓‖. Следовательно, ‖𝜙‖ = ‖𝑓‖.

Пространство называется сепарабельным, если в нем существует счётное
всюду плотное множество.

Завершение доказательства теоремы проведём только для случая, когда
пространство 𝑋 является сепарабельным.
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B) Так как 𝑋 сепарабельно, в нем существует счётное всюду плотное
множество. Возьмём все элементы этого множества, не попавшие в 𝐿, и
перенумеруем их: 𝑥1, 𝑥2, . . . . Построим соответствующие множества 𝐿𝑘

следующим образом:

𝐿1 = (𝐿0;𝑥1), 𝐿2 = (𝐿1;𝑥2), . . . .

Эти множества являются линейными многообразиями, поэтому мы мо-
жем построить функционал 𝜙(𝑢), являющийся продолжением функцио-

нала 𝑓(𝑥) с 𝐿 на ̂︀𝐿 =
∞⋃︀

𝑘=1

𝐿𝑘, причём ‖𝜙‖ = ‖𝑓‖.

Продолжим функционал 𝜙(𝑢) на всё пространство 𝑋 по непрерывности.

Если элемент 𝑥 ∈ 𝑋, но 𝑥 /∈ ̂︀𝐿, то в силу того, что ̂︀𝐿 всюду плотно в
𝑋, найдётся последовательность {�̃�𝑘} элементов �̃�𝑘 ∈ ̂︀𝐿 такая, что при
𝑛→∞ �̃�𝑘 → 𝑥 (‖�̃�𝑘 − 𝑥‖ → 0). Тогда

|𝜙(�̃�𝑛)− 𝜙(�̃�𝑚)| = |𝜙(�̃�𝑛 − �̃�𝑚)| 6
6 ‖𝜙‖ ‖�̃�𝑛 − �̃�𝑚‖ = ‖𝑓‖ ‖�̃�𝑛 − �̃�𝑚‖ → 0 при 𝑛,𝑚→∞.

Таким образом, последовательность {𝜙(�̃�𝑛)} является фундаментальной,
а потому сходится к некоторому пределу

𝐹 (𝑥) = lim
𝑛→∞

𝜙(�̃�𝑛).

Кроме того,

|𝜙(�̃�𝑛)| 6 ‖𝑓‖ ‖�̃�𝑛‖ ⇒ |𝐹 (𝑥)| 6 ‖𝑓‖ ‖𝑥‖.

Из этого следует, что ‖𝐹‖ 6 ‖𝑓‖. Но, с другой стороны, функционал 𝐹 (𝑥)
является продолжением функционала 𝑓(𝑥) с 𝐿 на 𝑋, поэтому ‖𝐹‖ > ‖𝑓‖.
Следовательно, ‖𝐹‖ = ‖𝑓‖. Искомый функционал построен. �

Следствие 1. Пусть 𝑋 — линейное нормированное пространство, 𝑥0 ̸= 0
— произвольный элемент 𝑋. Тогда существует линейный функционал
𝑓(𝑥), определённый на всём пространстве 𝑋 и такой, что

1. ‖𝑓‖ = 1;

2. |𝑓(𝑥0)| = ‖𝑥0‖.

Доказательство. Рассмотрим линейное многообразие 𝐿 = {𝑡𝑥0}, где
𝑡 пробегает всевозможные вещественные числа. Множество 𝐿 является
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подпространством пространства 𝑋, определяемым элементом 𝑥0. Опре-
делим на 𝐿 функционал 𝜙(𝑥) следующим образом: если 𝑥 = 𝑡𝑥0, то

𝜙(𝑥) = 𝑡‖𝑥0‖.

Очевидно, что

1. 𝜙(𝑥0) = ‖𝑥0‖;

2. |𝜙(𝑥)| = |𝑡| ‖𝑥0‖ = ‖𝑥‖, откуда ‖𝜙‖ = 1

Продолжая функционал 𝜙(𝑥) по теореме Хана-Банаха на всё простран-
ство 𝑋, получим функционал 𝑓(𝑥), имеющий требуемые свойства. �

Следствие 2. Пусть 𝑋 — линейное нормированное пространство, эле-
менты 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 и 𝑥1 ̸= 𝑥2. Тогда существует линейный функционал
𝑓(𝑥) такой, что 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2).
Доказательство. Положим 𝑥0 = 𝑥1 − 𝑥2. Тогда существование требуе-
мого функционала вытекает из следствия 1.

Теорема 2. Пусть 𝑋 — банахово пространство, {𝑥𝑛} — последователь-
ность элементов 𝑥 ∈ 𝑋 такая, что последовательность {𝑓(𝑥𝑛)} ограни-
чена для любого функционала 𝑓 ∈ 𝑋*. Тогда последовательность {𝑥𝑛}
ограничена в𝑋, то есть существует константа 𝐶 > 0 такая, что ‖𝑥𝑛‖ 6 𝐶.

Теорема 3. Пусть𝑋 — банахово пространство, на котором задана после-
довательность линейных функционалов {𝑓𝑛}, причём при любом 𝑥 ∈ 𝑋
последовательность {𝑓𝑛} является ограниченной. Тогда найдётся кон-
станта 𝐶 > 0 такая, что ‖𝑓𝑛‖ 6 𝐶.

Рассмотрим линейные функционалы в различных нормированных про-
странствах.

1. Пусть 𝑋 = R𝑛 — конечномерное пространство, а {𝑒𝑖}𝑛
𝑖=1 — ортонор-

мированный базис в нём. Тогда любой элемент 𝑥 ∈ R𝑛 однозначно
представим в виде

𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘,

где 𝜉𝑘 — некоторые коэфициенты. Следовательно, любой линейный
функционал 𝑓(𝑥) в пространстве R𝑛 однозначно представим в виде

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑓(𝑒𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑓𝑘,
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то есть 𝑓(𝑥) однозначно определяется числами 𝑓(𝑒𝑘) = 𝑓𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛.

2. Пусть 𝑋 = 𝑙𝑝, 𝑝 > 1, — бесконечномерное пространство, а {𝑒𝑖}∞𝑖=1

— ортонормированный базис в нём. Тогда 𝑙𝑝 представляет собой
пространство элементов 𝑥 таких, что

𝑥 =
∞∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘,
∞∑︁

𝑘=1

|𝜉𝑘|𝑝 < +∞.

Следовательно, любой линейный функционал 𝑓(𝑥) в 𝑙𝑝 имеет вид

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑓(𝑒𝑘) =
∞∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑐𝑘,

то есть 𝑓(𝑥) однозначно определяется числами 𝑓(𝑒𝑘) = 𝑐𝑘, 𝑘 = 1,∞.
Выясним свойства чисел 𝑐𝑘. Для этого рассмотрим последователь-
ность {𝑥𝑛} элементов

𝑥𝑛 =
∞∑︁

𝑘=1

𝜉
(𝑛)
𝑘 𝑒𝑘, где 𝜉

(𝑛)
𝑘 =

{︃
sgn 𝑐𝑘 · |𝑐𝑘|𝑞−1, 𝑘 6 𝑛;

0, 𝑘 > 𝑛

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Тогда

‖𝑓(𝑥𝑛)‖ =
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑐𝑘|𝑞 6 ‖𝑓‖‖𝑥𝑛‖ =

= ‖𝑓‖

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑐𝑘|𝑝(𝑞−1)

)︃ 1
𝑝

= ‖𝑓‖

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑐𝑘|𝑞
)︃ 1

𝑝

.

Следовательно, (︃
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑐𝑘|𝑞
)︃ 1

𝑞

6 ‖𝑓‖,

поэтому ‖𝑐‖𝑞 6 ‖𝑓‖. С другой стороны, в силу неравенства Гёльдера

|𝑓(𝑥)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘𝑐𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

(︃
∞∑︁

𝑘=1

|𝑐𝑘|𝑞
)︃ 1

𝑞
(︃

∞∑︁
𝑘=1

|𝜉𝑘|𝑝
)︃ 1

𝑝

= ‖𝑥‖𝑝‖𝑐‖𝑞.

Отсюда следует, что ‖𝑓‖ 6 ‖𝑐‖𝑞. Следовательно, ‖𝑓‖ = ‖𝑐‖𝑞, то есть
𝑙*𝑝 = 𝑙𝑞.
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3. Пусть 𝑋 = 𝐿𝑝(𝐸), 𝑝 > 1. Можно показать, что линейный функци-
онал 𝑓(𝑥(𝑡)) в 𝐿𝑝(𝐸) будет иметь вид

𝑓(𝑥(𝑡)) =

∫︁
𝐸

𝑥(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡,

где 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿𝑞(𝐸) — функция, однозначно определяемая по функци-
оналу 𝑓(𝑥(𝑡)), причём ‖𝑓‖ = ‖𝑔‖𝐿𝑞(𝐸), а 𝐿

*
𝑝 = 𝐿𝑞.

Определение 1. Последовательность {𝑥𝑛} элементов линейного нор-
мированного пространства 𝑋 называется слабо сходящейся к элементу
𝑥 ∈ 𝑋, если для любого линейного функционала 𝑓 ∈ 𝑋* последователь-
ность {𝑓(𝑥𝑛)} сходится к 𝑓(𝑥) при 𝑛→∞.

Утверждение (вытекает из следствия 1 к теореме Хана-Банаха).
Слабый предел у последовательности может быть только один.

Следствие из теоремы 2. Слабо сходящаяся последовательность огра-
ничена.

Из сильной сходимости вытекает слабая сходимость, в силу неравенства

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥)| 6 ‖𝑓‖‖𝑥𝑛 − 𝑥‖.

Из слабой сходимости, вообще говоря, сильная сходимость не вытека-
ет (правда, в конечномерном пространстве эти сходимости равносиль-
ны, но в бесконечномерном пространстве это не так). Например, рас-
смотрим в пространстве 𝑙𝑝, 𝑝 > 1, последовательность элементов 𝑒𝑛 =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), где единица стоит на позиции с номером 𝑛; 𝑓(𝑒𝑛) =

𝑐𝑛. Ряд
∞∑︀

𝑛=1

|𝑐𝑛|𝑞 сходится, поэтому 𝑓(𝑒𝑛) = 𝑐𝑛 → 0 = 𝑓(0) при 𝑛 → ∞,

то есть последовательность {𝑥𝑛} слабо сходится к нулю. Но сильной схо-
димости здесь нет, так как последовательность {𝑥𝑛} не является фунда-
ментальной:

‖𝑒𝑘 − 𝑒𝑚‖𝑝 = 2
1
𝑝 ̸→ 0 при 𝑘,𝑚→∞.

Теорема 4. Для того, чтобы слабо сходящаяся последовательность {𝑥𝑛}
в банаховом пространстве 𝑋 являлась сильно сходящейся, необходимо и
достаточно, чтобы для всех 𝑓 ∈ 𝑋*, ‖𝑓‖ 6 1, последовательность {𝑓(𝑥𝑛)}
сходилась равномерно.
Доказательство. Сначала докажем необходимость. Если {𝑥𝑛} сильно
сходится к некоторому 𝑥, то в единичном шаре ‖𝑓‖ 6 1 из неравенства

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥)| 6 ‖𝑓‖ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 6 ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
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вытекает существование для любого числа 𝜀 > 0 номера 𝑁 = 𝑁(𝜀) тако-
го, что при 𝑛 > 𝑁 справедливо неравенство

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Но это и означает равномерную сходимость последовательности {𝑓(𝑥𝑛)}
в единичном шаре ‖𝑓‖ 6 1.

Теперь докажем достаточность. Пусть последовательность {𝑓(𝑥𝑛)} схо-
дится равномерно в единичном шаре ‖𝑓‖ 6 1, то есть для любого числа
𝜀 > 0 существует номер 𝑁 = 𝑁(𝜀) такой, что при 𝑛 > 𝑁 справедливо
неравенство

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Отсюда следует, что при 𝑛 > 𝑁

sup
‖𝑓‖61

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥)| 6 𝜀.

Применим следствие 1 из теоремы Хана-Банаха к элементу 𝑥0 = 𝑥𝑛−𝑥. В
силу этого следствия существует функционал 𝑓𝑛(𝑥) такой, что ‖𝑓𝑛‖ = 1,
а 𝑓𝑛(𝑥𝑛 − 𝑥0) = ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖. Но тогда

‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖ = 𝑓𝑛(𝑥𝑛 − 𝑥0) 6 sup
‖𝑓‖61

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥)| 6 𝜀,

что и означает сильную сходимость последовательности {𝑥𝑛} к 𝑥. �

§10. Гильбертовы пространства

Определение 1. Множество 𝐻 называется гильбертовым простран-
ством, если

1. 𝐻 — линейное пространство над полем действительных или ком-
плексных чисел.

2. Каждой паре элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 поставлено в соответствие чис-
ло (𝑥, 𝑦), комплексное или действительное, называемое скалярным
произведением этих элементов и удовлетворяющее следующим ак-
сиомам:

a) (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻;

б) (𝜆𝑥, 𝑦) = 𝜆(𝑥, 𝑦) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, ∀𝜆 ∈ R или C;
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в) (𝑥+ 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑧) + (𝑦, 𝑧) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻;

г) ∀𝑥 ∈ 𝐻 (𝑥, 𝑥) > 0; (𝑥, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0.

Число ‖𝑥‖ =
√︀

(𝑥, 𝑥) будем называть нормой элемента 𝑥.

3. 𝐻 — полное в метрике 𝜌(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖ пространство.

4. 𝐻 — бесконечномерное пространство, то есть для любого натураль-
ного числа 𝑛 в нём найдётся 𝑛 линейно независимых элементов.

Пример. 𝑙𝑝 и 𝐿𝑝(𝐸) при 𝑝 = 2 являются гильбертовыми пространствами,
если ввести скалярное произведение следующим образом:

1. В 𝑙2 для 𝑥 = (𝜉1, 𝜉2, . . . ), 𝑦 = (𝜂1, 𝜂2, . . . )

(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖𝜂𝑖.

2. В 𝐿2(𝐸) для 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =

∫︁
𝐸

𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡.

Аксиомы скалярного произведения проверяются непосредственно.

Утверждение 1. Пусть 𝐻 — гильбертово пространство, тогда для лю-
бых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 верно неравенство

|(𝑥, 𝑦)| 6 ‖𝑥‖‖𝑦‖.

Доказательство. При 𝑦 = 0 справедливость утверждения очевидна,
поэтому далее в доказательстве положим 𝑦 ̸= 0. Для произвольного 𝜆
верно

0 6 (𝑥− 𝜆𝑦, 𝑥− 𝜆𝑦) = (𝑥, 𝑥)− 𝜆(𝑥, 𝑦)− 𝜆(𝑦, 𝑥) + |𝜆|2(𝑦, 𝑦).

Положив 𝜆 =
(𝑥, 𝑦)

(𝑦, 𝑦)
, получим

0 6 (𝑥, 𝑥)− |(𝑥, 𝑦)|2

(𝑦, 𝑦)
,

откуда следует требуемое неравенство. �
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Известно, что линейное нормированное пространство является гильбер-
товым тогда и только тогда, когда в нем выполняется соотношение, на-
зываемое равенством параллелограмма:

‖𝑥− 𝑦‖2 + ‖𝑥+ 𝑦‖2 = 2‖𝑥‖2 + 2‖𝑦‖2.

Доказательство следует из следующих соотношений:

‖𝑥+𝑦‖2 = (𝑥+𝑦, 𝑥+𝑦) = (𝑥, 𝑥)+(𝑦, 𝑥)+(𝑥, 𝑦)+(𝑦, 𝑦) = ‖𝑥‖2+2 Re(𝑥, 𝑦)+‖𝑦‖2;

‖𝑥−𝑦‖2 = (𝑥−𝑦, 𝑥−𝑦) = (𝑥, 𝑥)−(𝑦, 𝑥)−(𝑥, 𝑦)+(𝑦, 𝑦) = ‖𝑥‖2−2 Re(𝑥, 𝑦)+‖𝑦‖2.

Равенство параллелограмма является, таким образом, критерием гиль-
бертовости пространства. Если в линейном нормированном пространстве
не выполнено равенство параллелограмма, то в нем нельзя ввести ска-
лярное произведение таким образом, чтобы выполнялись все четыре ак-
сиомы гильбертова пространства.

Пример. Рассмотрим пространство 𝐶
[︁
0;
𝜋

2

]︁
, норма в котором опреде-

лена следующим образом:

‖𝑥(𝑡)‖ = max

06𝑡6
𝜋

2

|𝑥(𝑡)|.

Функции 𝑥(𝑡) = sin 𝑡, 𝑦(𝑡) = cos 𝑡, очевидно, принадлежат этому про-
странству, причем ‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 1. Рассмотрим функции

𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡) = sin 𝑡+ cos 𝑡 =
√

2 sin
(︁
𝑡+

𝜋

4

)︁
и

𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡) = sin 𝑡− cos 𝑡 =
√

2 sin
(︁
𝑡− 𝜋

4

)︁
.

Очевидно, что ‖𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)‖2 = 2 и ‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖2 = 1. Но тогда равенство
параллелограмма не выполнено, так как 4 ̸= 3 ⇒ рассматриваемое про-
странство гильбертовым не является.

Определение 2. Множество 𝑊 называется выпуклым, если

∀𝛼 ∈ [0; 1] 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊 ⇒ 𝛼𝑥+ (1− 𝛼)𝑦 ∈ 𝑊.

Теорема 1. В произвольном гильбертовом пространстве 𝐻 любое за-
мкнутое выпуклое множество содержит единственный элемент с наи-
меньшей нормой.
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Доказательство. Пусть 𝑊 — замкнутое выпуклое множество в гиль-
бертовом пространстве 𝐻. Обозначим

𝑑 = inf
𝑥∈𝑊

‖𝑥‖.

Тогда существует последовательность 𝑥𝑛 элементов 𝑊 таких, что

𝑑 = lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖,

причем ∀𝑛 ‖𝑥𝑛‖ > 𝑑 (это следует из определения точной нижней грани).

Так как 𝑊 — выпуклое множество, ∀𝑛,𝑚 𝑥𝑛 + 𝑥𝑚

2
∈ 𝑊 и⃦⃦⃦⃦

𝑥𝑛 + 𝑥𝑚

2

⃦⃦⃦⃦
> 𝑑⇒ ‖𝑥𝑛 + 𝑥𝑚‖2 > 4𝑑2.

С другой стороны, 2‖𝑥𝑛‖2 + 2‖𝑥𝑚‖2 → 4𝑑2 при 𝑛,𝑚 → ∞, поэтому из
последних двух соотношений и равенства параллелограмма для 𝑥𝑛, 𝑥𝑚

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖2 = 2‖𝑥𝑛‖2 + 2‖𝑥𝑚‖2 − ‖𝑥𝑛 + 𝑥𝑚‖2

следует, что ‖𝑥𝑛−𝑥𝑚‖ → 0 при 𝑛,𝑚→∞, то есть последовательность 𝑥𝑛

фундаментальна. Тогда в силу полноты 𝐻 и замкнутости 𝑊 получаем,
что существует предел этой последовательности 𝑥0 ∈ 𝑊 :

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0,

а так как |‖𝑥𝑛‖ − ‖𝑥0‖| 6 ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖, то

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖ = ‖𝑥0‖ = 𝑑.

Таким образом, существование элемента с наименьшей нормой доказано.
Докажем его единственность. Предположим, что существует другой эле-
мент 𝑥1 ∈ 𝑊, ‖𝑥1‖ = 𝑑. Тогда ‖𝑥0+𝑥1‖ > 4𝑑2 (аналогично ‖𝑥𝑛+𝑥𝑚‖ > 4𝑑2)
и

‖𝑥0 − 𝑥1‖ = 2‖𝑥0‖2 + 2‖𝑥1‖2 − ‖𝑥0 + 𝑥1‖2 6 0,

откуда следует ‖𝑥0 − 𝑥1‖ = 0 ⇒ 𝑥0 = 𝑥1. Единственность доказана. �

Теорема 2 (Леви). Пусть 𝐻 — гильбертово пространство, 𝐿 — подпро-
странство в 𝐻 (замкнутое относительно сходимости по норме линейное
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многообразие). Тогда любой элемент 𝑥 ∈ 𝐻 можно единственным обра-
зом представить в виде

𝑥 = 𝑦 + 𝑧, 𝑦 ∈ 𝐿, 𝑧 ⊥ 𝐿,

причем
‖𝑥− 𝑦‖ = min

𝑢∈𝐿
‖𝑥− 𝑢‖.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐻 — произвольный элемент пространства.
Рассмотрим следующее множество элементов H:

𝑊 = {𝑤 = 𝑥− 𝑢 | 𝑢 ∈ 𝐿 }.

Легко проверить, что 𝑊 является замкнутым выпуклым множеством.
Следовательно, по теореме 1 в𝑊 существует элемент с наименьшей нор-
мой:

∃𝑦 ∈ 𝐿 : min
𝑢∈𝐿

‖𝑥− 𝑢‖ = ‖𝑥− 𝑦‖.

Положим 𝑧 = 𝑥−𝑦. Докажем, что 𝑧 ⊥ 𝐿; это будет означать, что нужное
представление найдено. Рассмотрим множество элементов 𝑧−𝛼𝑣, 𝑣 ∈ 𝐿.
Все такие элементы принадлежат множеству 𝑊 ; следовательно,

‖𝑧‖2 6 ‖𝑧 − 𝛼𝑣‖2 = (𝑧, 𝑧)− 𝛼(𝑣, 𝑧)− 𝛼(𝑧, 𝑣) + |𝛼|2(𝑣, 𝑣).

Можем считать, что 𝑣 ̸= 0 (иначе рассматриваемые элементы совпадают
с z). Положив

𝛼 =
(𝑧, 𝑣)

𝑣, 𝑣
,

получим

−|(𝑧, 𝑣)|
2

(𝑣, 𝑣)
> 0 ⇒ 𝑧 ⊥ 𝑣 ∀𝑣 ∈ 𝐿 ⇒ 𝑧 ⊥ 𝐿.

Осталось доказать единственность полученного представления. Допу-
стим, что существует два представления:

𝑥 = 𝑦1 + 𝑧1 = 𝑦2 + 𝑧2, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐿, 𝑧1, 𝑧2 ⊥ 𝐿.

Тогда рассмотрим элемент 𝑣 = 𝑦1 − 𝑦2 = 𝑧2 − 𝑧1. С одной стороны, он
принадлежит 𝐿, так как 𝐿 — подпространство и 𝑦1 − 𝑦2 ∈ 𝐿. С другой
стороны, он ортогонален любому вектору из 𝐿. Но тогда он ортогонален
и самому себе ⇒ 𝑣 = 0, откуда 𝑦1 = 𝑦2 и 𝑧2 = 𝑧1. Единственность доказа-
на. �
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Определение 3. Ортогональным дополнением к подпространству 𝐿
гильбертова пространства 𝐻 называется множество всех элементов, ор-
тогональных 𝐿:

𝐿⊥ = { 𝑧 ∈ 𝐻 | 𝑧 ⊥ 𝐿 }.

Из теоремы 2 вытекает как следствие
Теорема 3. Пусть 𝐻 — произвольное гильбертово пространство, 𝐿 —
подпространство в 𝐻. Тогда 𝐻 представимо в виде суммы 𝐿 и его орто-
гонального дополнения:

𝐻 = 𝐿⊕ 𝐿⊥.

Также справедливо

Утверждение 2. 𝐿 =
(︀
𝐿⊥
)︀⊥
.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈
(︀
𝐿⊥
)︀⊥
. По теореме 2 элемент 𝑥 представим

в виде
𝑥 = 𝑦 + 𝑧, 𝑦 ∈ 𝐿, 𝑧 ∈ 𝐿⊥.

Тогда (𝑥, 𝑧) = 0. Кроме того, (𝑥, 𝑧) = (𝑦, 𝑧) + (𝑧, 𝑧); следовательно,

(𝑧, 𝑧) = 0 ⇒ 𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 ∈ 𝐿,

то есть
(︀
𝐿⊥
)︀⊥ ⊆ 𝐿. Обратно, пусть 𝑥 ∈ 𝐿, тогда он представим в виде

𝑥 = 𝑦 + 𝑧, 𝑦 ∈
(︀
𝐿⊥
)︀⊥
, 𝑧 ∈ 𝐿⊥.

Проводя аналогичные рассуждения, приходим к выводу, что

𝑥 ∈
(︀
𝐿⊥
)︀⊥ ⇒ 𝐿 ⊆

(︀
𝐿⊥
)︀⊥
.

Следовательно, 𝐿 =
(︀
𝐿⊥
)︀⊥
. �

Определение 4. Ядром линейного функционала 𝑓(𝑥) называется мно-
жество всех элементов, для которых 𝑓(𝑥) = 0:

ker 𝑓 = {𝑥 | 𝑓(𝑥) = 0 }.

Лемма 1. dim(ker 𝑓)⊥ = 1, 𝑓 ̸= 0.
Доказательство. Для двух произвольных элементов 𝑥1, 𝑥2 ∈ (ker 𝑓)⊥

рассмотрим элемент
𝑥 = 𝑥1𝑓(𝑥2)− 𝑥2𝑓(𝑥1),
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являющийся нетривиальной линейной комбинацией рассматриваемых эле-
ментов (ker 𝑓)⊥. Очевидно, 𝑓(𝑥) = 0, тогда

𝑥 ∈ ker 𝑓, 𝑥 ⊥ 𝑥⇒ 𝑥 = 0.

Таким образом, любые два элемента 𝑥1, 𝑥2 ∈ (ker 𝑓)⊥ являются линейно
зависимыми; следовательно,

dim(ker 𝑓)⊥ = 1. �

Теорема 3 (теорема Рисса — Фреше о представлении линейно-
го функционала). Любой линейный функционал в гильбертовом про-
странстве 𝐻 представим в виде

𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ 𝐻,

причем элемент 𝑦 однозначно определяется по 𝑓 и ‖𝑓‖ = ‖𝑦‖.

Доказательство. По лемме 1 любой элемент 𝑥 ∈ (ker 𝑓)⊥ представим в
виде

(𝑥, 𝑒)𝑒, ‖𝑒‖ = 1, 𝑒 ∈ (ker 𝑓)⊥.

Кроме того, ker 𝑓 является подпространством в 𝐻. В самом деле, ker 𝑓
является линейным многообразием в силу линейности и однородности
𝑓 , замкнутость следует из непрерывности 𝑓 . Мы рассматриваем ограни-
ченные (а следовательно, и непрерывные) функционалы, иначе нельзя
говорить о норме функционала.

Следовательно, по теореме 2 для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐻 существует
единственное представление

𝑥 = 𝑃𝑥+ (𝑥, 𝑒)𝑒, 𝑃𝑥 ∈ ker 𝑓, ‖𝑒‖ = 1, 𝑒 ∈ (ker 𝑓)⊥.

Но тогда
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑃𝑥) + (𝑥, 𝑒)𝑓(𝑒) = (𝑥, 𝑓(𝑒)𝑒).

Обозначим 𝑦 = 𝑓(𝑒)𝑒. Покажем, что 𝑦 — искомый элемент. Для любого
𝑥 ∈ 𝐻 верно

|𝑓(𝑥)| = |(𝑥, 𝑦)| 6 ‖𝑥‖‖𝑦‖ => ‖𝑓‖ 6 ‖𝑦‖.

С другой стороны, верно

𝑓(𝑦) = (𝑦, 𝑦) = ‖𝑦‖2 ⇒ ‖𝑓(𝑦)‖
‖𝑦‖

= ‖𝑦‖,
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откуда следует, что ‖𝑓‖ > ‖𝑦‖. Из этого и предыдущего неравенств сле-
дует, что ‖𝑓‖ = ‖𝑦‖.

Таким образом, существование требуемого представления получено. До-
кажем единственность. Допустим, что существует два элемента 𝑦1 и 𝑦2,
удовлетворяющих требованиям теоремы. Тогда

∀𝑥 ∈ 𝐻 𝑓(𝑥, 𝑦1) = 𝑓(𝑥, 𝑦2) ⇒ (𝑥, 𝑦1 − 𝑦2) = 0.

Это значит, что (𝑦1 − 𝑦2, 𝑦1 − 𝑦2) = 0; следовательно, 𝑦1 = 𝑦2. Единствен-
ность доказана. �

Лемма 2. Для того, чтобы линейное многообразие 𝑀 было всюду плот-
но в гильбертовом пространстве 𝐻, необходимо и достаточно, чтобы не
существовало никакого элемента 𝐻, кроме нулевого, ортогонального 𝑀 .
Доказательство.Необходимость. Пусть линейное многообразие𝑀 име-
ет замыкание, совпадающее с 𝐻. Тогда для любого элемента 𝑦 ∈ 𝐻 су-
ществует последовательность 𝑦𝑛 элементов 𝑀 таких, что

𝜌(𝑦𝑛, 𝑦) = ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ < 1

𝑛
.

Рассмотрим элемент 𝑥 ⊥ 𝑀,𝑥 ∈ 𝐻. Тогда 𝑥 ⊥ 𝑦𝑛 для любого номера 𝑛,
и

∀𝑛 (𝑦, 𝑥) = (𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑥) + (𝑦𝑛, 𝑥) = (𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑥) 6 ‖𝑦 − 𝑦𝑛‖‖𝑥‖ <
‖𝑥‖
𝑛
.

Следовательно, (𝑦, 𝑥) = 0. Таким образом, мы доказали, что верно

𝑥 ⊥𝑀 ⇒ 𝑥 ⊥𝑀,

но тогда 𝑥 ⊥ 𝐻. Следовательно, 𝑥 ⊥ 𝑥. Отсюда вытекает, что 𝑥 = 0.

Достаточность. Допустим, что 𝑀 ̸= 𝐻. Рассмотрим элемент 𝑥 /∈𝑀 . Так
как 𝑀 — подпространство в 𝐻, по теореме 2 элемент 𝑥 представим в
виде

𝑥 = 𝑦 + 𝑧, 𝑦 ∈𝑀, 𝑧 ⊥𝑀,

причем 𝑧 ̸= 0 (иначе бы 𝑥 ∈ 𝑀). Так как элемент 𝑧 ортогонален за-
мыканию многообразия 𝑀 , он ортогонален и самому многообразию 𝑀 .
Получили 𝑧 ̸= 0, 𝑧 ⊥𝑀 , что противоречит условию. Значит,𝑀 = 𝐻. �
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Определение 5. Система {𝑒𝑖} в гильбертовом пространстве называется
ортонормированной, если

(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝛿𝑗
𝑖 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗.

Любая система линейно независимых элементов может быть ортогона-
лизирована по Шмидту. Суть процесса ортогонализации заключается в
следующем. Предположим, что есть система линейно независимых эле-
ментов ℎ1, ℎ2, · · · ∈ 𝐻. Тогда в качестве первого элемента положим

𝑒1 =
ℎ1

‖ℎ1‖
.

Построим 𝑒2. Сначала будем искать вектор 𝑔2, ортогональный 𝑒1, в виде
𝑔2 = ℎ2 − 𝑐21𝑒1:

(𝑔2, 𝑒1) = 0 ⇒ 𝑐21 = (ℎ2, 𝑒1).

Тогда в качестве 𝑒2 возьмем вектор 𝑒2 = 𝑔2

‖𝑔2‖ . Предположим, что 𝑘 − 1
элементов уже построено. Ищем 𝑘-й элемент в виде

𝑔𝑘 = ℎ𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑐𝑘𝑖
𝑒𝑖.

Очевидно, если положить 𝑐𝑘𝑖
= (ℎ𝑘, 𝑒𝑖), ∀𝑖 ∈ 1 . . . 𝑘 − 1 , то элемент 𝑔𝑘

будет ортогонален всем 𝑒𝑖,∀𝑖 ∈ 1 . . . 𝑘−1. Следовательно, осталось взять
в качестве 𝑘-го элемента

𝑒𝑘 =
𝑔𝑘

‖𝑔𝑘‖
,

и мы получим {𝑒1, . . . , 𝑒𝑘} — ортонормированную систему.

Продолжая этот процесс для всех номеров 𝑘, мы получим ортонормиро-
ванную систему 𝑒1, 𝑒2, · · · ∈ 𝐻.

Определение 6. Любая ортонормированная система 𝑒1, 𝑒2, . . . в гиль-
бертовом пространстве𝐻 называется ортонормированным базисом, если
замыкание ее линейной оболочки совпадает со всем пространством:

𝐿(𝑒1, 𝑒2, . . . ) = 𝐻.

Лемма. Пусть {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} — ортонормированная система в гильберто-
вом пространстве 𝐻. Тогда 𝐿(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) — подпространство в 𝐻.
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Доказательство. То, что 𝐿 = 𝐿(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) является линейным многооб-
разием, следует из определения линейной оболочки. Поэтому достаточ-
но доказать, что 𝐿 будет замкнутым относительно сходимости по норме
множеством. Пусть {𝑥𝑛} — фундаментальная последовательность эле-
ментов 𝐿. В силу полноты пространства эта последовательность сходится
к некоторому элементу из 𝐻, причем этот предел определен однозначно.
Нужно показать, что этот предел будет принадлежать 𝐿.

Для любого 𝜀 > 0 найдется номер 𝑁(𝜀) такой, что

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑘‖ < 𝜀, ∀𝑚, 𝑘 > 𝑁(𝜀).

Но так как 𝑥𝑚, 𝑥𝑘 ∈ 𝐿, они представимы в виде

𝑥𝑚 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑚𝑖𝑒𝑖, 𝑥𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑘𝑖𝑒𝑖;

следовательно,

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑘‖ =
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝛼𝑚𝑖 − 𝛼𝑘𝑖|2 < 𝜀.

Отсюда следует, что для любого номера 1 6 𝑖 6 𝑛 последовательность
{𝛼𝑝𝑖} является фундаментальной; следовательно,

∃ lim
𝑝→∞

𝛼𝑝𝑖 = 𝛼𝑖, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Но тогда для произвольного 𝜀 > 0 существует такой номер 𝑁(𝜀), что для
любого номера 𝑝 > 𝑁(𝜀) справедливо неравенство

|𝛼𝑝𝑖 − 𝛼𝑖| <
𝜀

𝑛

одновременно для всех номеров 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛 (достаточно взять мак-
симальный из таких номеров по всем 1 6 𝑖 6 𝑛). Но тогда элемент

𝑥 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖 и является искомым пределом последовательности {𝑥𝑛}, так
как

‖𝑥𝑚 − 𝑥‖ =
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝛼𝑚𝑖 − 𝛼𝑖|2 < 𝜀,

причем 𝑥 ∈ 𝐿 = 𝐿(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛). Таким образом, 𝐿(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) является под-
пространством. �
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Теорема 4. В любом сепарабельном гильбертовом пространстве суще-
ствует счетный ортонормированный базис.
Доказательство. Пусть 𝐻 — сепарабельное гильбертово пространство.
Тогда существует счетное всюду плотное множество элементов 𝑔1, 𝑔2, . . . ∈
𝐻:

𝐿(𝑔1, 𝑔2, . . .) = 𝐻.

В качестве первого элемента 𝑒1 искомой системы положим

𝑒1 =
𝑔1

‖𝑔1‖
.

Соответствующая 𝑒1 линейная оболочка

𝐿(𝑒1) = {𝛼𝑒1 | 𝛼 ∈ 𝑃 }

является подпространством в 𝐻, поэтому по теореме 2

𝑔ℎ2 = ℎ2 + 𝑧2, ℎ2 ∈ 𝐿(𝑒1), 𝑧2 ⊥ 𝐿(𝑒1),

где 𝑔ℎ2 линейно независим с 𝐿(𝑒1) (такой элемент существует в силу бес-
конечномерности пространства). Выберем в качестве второго элемента

𝑒2 =
𝑧2

‖𝑧2‖
, 𝐿(𝑒1, 𝑒2) = {𝛼𝑒1 + 𝛽𝑒2}.

Аналогично, для выбора третьего элемента находим элемент 𝑔ℎ3 , линейно
независимый с 𝐿(𝑒1, 𝑒2):

𝑔ℎ3 = ℎ3 + 𝑧3, ℎ3 ∈ 𝐿(𝑒1, 𝑒2), 𝑧3 ⊥ 𝐿(𝑒1, 𝑒2).

В качестве 𝑒3 выбираем элемент

𝑒3 =
𝑧3

‖𝑧3‖
,

и так далее.

По построению 𝑒1, 𝑒2, . . . — ортонормированная система. Она является
базисом, поскольку, опять же, по построению

𝐿(𝑒1, 𝑒2, . . .) = 𝐿(𝑔1, 𝑔2, . . .) = 𝐻. �

Определение 4.Ортонормированная система в гильбертовом простран-
стве называется полной, если не существует никакого элемента, кроме 0,
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ортогонального всем элементам системы. Система называется замкну-
той, если замыкание ее линейной оболочки совпадает со всем простран-
ством.

Таким образом, замкнутость равносильна полноте (в силу леммы 2).

Теорема 5. Любые два сепарабельные гильбертовы пространства изо-
метричны и изоморфны между собой.
Доказательство. Пусть 𝐻1, 𝐻2 — произвольные гильбертовы простран-
ства. Достаточно доказать, что 𝐻1 и 𝐻2 изометричны и изоморфны 𝑙2,
тогда они будут изоморфны и изометричны друг другу. Следовательно,
достаточно доказать, что любое гильбертово пространство H изоморфно
и изометрично 𝑙2.

Возьмем произвольный элемент 𝑥 ∈ 𝐻. По теореме 4 в 𝐻 существует
базис и верно соотношение

‖𝑥‖2 =
∞∑︁

𝑘=1

𝑐2𝑘,

где 𝑐𝑘 — коэффициенты Фурье разложения 𝑥 по этому базису. Тогда в 𝑙2
существует элемент

�̃� = (𝑐1, 𝑐2, . . . ).

Очевидно, что ‖�̃�‖ = ‖𝑥‖.

Обратно, покажем, что любому элементу в 𝑙2 соответствует элемент в 𝐻,
причем их нормы совпадают. Рассмотрим элемент �̃� = (𝑐1, 𝑐2, . . . ) ∈ 𝑙2.
Рассмотрим в пространстве 𝐻 последовательность

𝑧𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑒𝑘.

Эта последовательность будет фундаментальной (так как
∞∑︀

𝑘=𝑛

|𝑐𝑘|2 →

0, 𝑛→∞). В силу полноты 𝐻 существует элемент 𝑥 ∈ 𝐻, являющийся
пределом этой последовательности:

lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑧.

В силу непрерывности скалярного произведения, (𝑧, 𝑒𝑘) = 𝑐𝑘 для любого
номера k. Тогда ‖𝑧‖ = ‖�̃�‖. �
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Теорема 6 (теорема Рисса — Фишера). 𝑙2 и 𝐿2 над одним полем
изометричны и изоморфны.

Теорема 7 (о слабой компактности в H). Пусть 𝐻 — сепарабель-
ное гильбертово пространство, {𝑥𝑛} — последовательность элементов 𝐻
такая, что ‖𝑥𝑛‖ < 𝐶, 𝐶 > 0. Тогда существует подпоследовательность
{𝑥𝑛𝑘

}, сходящаяся слабо.
Доказательство. По теореме 4 в 𝐻 существует базис {𝑒𝑘}. Рассмот-
рим последовательность {(𝑥𝑛, 𝑒1)}. Она ограничена, следовательно, из
нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность {(𝑥𝑛1, 𝑒1)}. Да-
лее, можно выделить {𝑥𝑛2} — подпоследовательность {𝑥𝑛1}, такую, что
последовательность {(𝑥𝑛2, 𝑒2)} будет сходящейся. Продолжая этот про-
цесс, получим, что для любого номера 𝑚 существует подпоследователь-
ность {𝑥𝑛2} такая, что последовательность {(𝑥𝑛𝑚, 𝑒𝑚)} будет сходящейся.

Выберем следующую (диагональную) подпоследовательность:

�̃�𝑛 = 𝑥𝑛𝑛.

Для неё последовательность {(�̃�𝑛, 𝑒𝑘)} будет сходящейся для любого ба-
зисного элемента 𝑒𝑘.

В силу замкнутости базиса {𝑒𝑘} для любого элемента 𝑧 ∈ 𝐻

∀𝜀 > 0 ∃Ψ𝜀 =
𝑚∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘𝑒𝑘, ‖𝑧 −Ψ𝜀‖ <
𝜀

4𝐶
.

Кроме того, для любого номера 𝑘 последовательность {(�̃�𝑛, 𝑒𝑘)} фунда-
ментальна, так как она является сходящейся. Тогда найдется номер 𝑁(𝜖)
такой, что

|(�̃�𝑝 − �̃�𝑛, 𝑒𝑘)| <
𝜀

2 max16𝑖6𝑚 𝛼𝑖𝑚

одновременно для всех 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑚. Тогда

|(�̃�𝑚 − �̃�𝑛, 𝑧)| =
= |(𝑥𝑚− �̃�𝑛,Ψ𝜀)+(𝑥𝑚− �̃�𝑛, 𝑧−Ψ𝜀) 6 |(�̃�𝑚− �̃�𝑛,Ψ𝜀)|+‖�̃�𝑛− �̃�𝑚‖‖𝑧−Ψ𝜀‖ 6

6 |(�̃�𝑚 − �̃�𝑛,

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑒𝑘)|+ 2𝐶 · 𝜀

4𝐶
=

𝑚∑︁
𝑘=1

|𝛼𝑘||(�̃�𝑚 − �̃�𝑛, 𝑒𝑘)|+
𝜀

2
<

< max
16𝑖6𝑚

𝛼𝑖𝑚 · 𝜀

2 max
16𝑖6𝑚

𝛼𝑖𝑚
= 𝜀.
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Таким образом, последовательность (�̃�𝑛, 𝑧) является фундаментальной
для любого 𝑧 ∈ 𝐻.

Рассмотрим функционал 𝑓(𝑧) = lim
𝑛→∞

(�̃�𝑛, 𝑧). По теореме Рисса-Фреше

(теорема 3) существует единственный элемент 𝑥0 ∈ 𝐻 такой, что

𝑓(𝑧) = (𝑥0, 𝑧) ∀𝑧 ∈ 𝐻.

Тогда 𝑓(𝑧) = (𝑥0, 𝑧) = lim
𝑛→∞

(�̃�𝑛, 𝑧), то есть 𝑥0 является слабым пределом

последовательности {�̃�𝑛}. �

§11. Сопряженный оператор.

Определение 1. Пусть задан линейный оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑋 и 𝑌
— линейные нормированные пространства. Тогда для любого линейного
функционала 𝜙(𝑦) ∈ 𝑌 * определен функционал

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝐴𝑥), 𝑓 ∈ 𝑋*.

Таким образом, можно определить отображение

𝐴* : 𝑌 * → 𝑋*, обозначается 𝑓 = 𝐴*𝜙,

называемое сопряженным оператором.

Если сопряженный оператор существует, то он является линейным:

(𝛼𝐴+ 𝛽𝐵)* = 𝛼𝐴* + 𝛽𝐵*.

Теорема 1. Пусть 𝑋, 𝑌 — линейные нормированные пространства и
задан линейный ограниченный оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 . Тогда существует
сопряженный оператор 𝐴* : 𝑌 * → 𝑋*, который также является линей-
ным и ограниченным и ‖𝐴*‖ = ‖𝐴‖.
Доказательство. Существование и линейность следуют непосредствен-
но из определения. Поэтому остается доказать, что сопряженный опера-
тор ограничен и его норма совпадает с нормой оператора 𝐴.

С одной стороны,

|𝑓(𝑥)| = |𝜙(𝐴𝑥)| 6 ‖𝜙‖‖𝐴𝑥‖ 6 ‖𝜙‖‖𝐴‖‖𝑥‖.
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Cледовательно, для любого 𝑥 ̸= 0 верно неравенство

|𝑓(𝑥)|
‖𝑥‖

6 ‖𝜙‖‖𝐴‖;

но тогда

‖𝑓‖ = sup
𝑥 ̸=0

|𝑓(𝑥)|
‖𝑥‖

6 ‖𝜙‖‖𝐴‖

и ‖𝐴*𝜙‖ 6 ‖𝜙‖‖𝐴‖. Таким образом, сопряженный оператор ограничен и
‖𝐴*‖ 6 ‖𝐴‖.

С другой стороны, по следствию из теоремы Хана-Банаха о продолже-
нии линейного функционала для любого элемента 𝑥0 ∈ 𝑋 существует
линейный функционал 𝜙0 такой, что

‖𝜙0‖ = 1 и 𝜙0(𝐴𝑥0) = ‖𝐴𝑥0‖.

Но тогда получаем, что

‖𝐴𝑥0‖ = 𝜙0(𝐴𝑥0) = 𝑓0(𝑥0) 6

6 ‖𝑓0‖‖𝑥0‖ = ‖𝐴*𝜙0‖‖𝑥0‖ 6
6 ‖𝐴*‖‖𝜙0‖‖𝑥0‖ = ‖𝐴*‖‖𝑥0‖.

Отсюда вытекает, что ‖𝐴‖ 6 ‖𝐴*‖. Следовательно, ‖𝐴*‖ = ‖𝐴‖. �

Следствие. Если операторы 𝐴 и 𝐴* являются сопряженными в гиль-
бертовом пространстве 𝐻, то для любых двух элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 верно
(𝐴𝑥, 𝑦) = (𝑥,𝐴*𝑦).
Доказательство следует из теоремы Рисса — Фреше.

Определение 2. Образом оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 называется множество

Im𝐴 = { 𝑦 ∈ 𝑌 | 𝑦 = 𝐴𝑥 }.

Ядром оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 называется множество

ker𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝐴𝑥 = 0 }.

Теорема 2. Пусть 𝐻 — гильбертово пространство, 𝐴 — оператор, дей-
ствующий в 𝐻, 𝐴* — сопряженный к 𝐴 оператор. Тогда

𝐻 = Im𝐴⊕ ker𝐴*.
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Замечание. Очевидно, ker𝐴 = ker𝐴, однако образ оператора, вообще
говоря, замкнутым не является. В доказательстве же существенно ис-
пользуется тот факт, что Im𝐴 является подпространством. Поэтому в
формулировке фигурирует именно замыкание образа.
Доказательство. Достаточно доказать, что

ker𝐴* = Im𝐴
⊥
,

так как Im𝐴 — подпространство и для любого подпространства L 𝐻 =
𝐿⊕ 𝐿⊥.

Рассмотрим произвольный элемент 𝑥 ∈ ker𝐴*. Для него верно 𝐴*𝑥 = 0.
По следствию из теоремы 1 для любого элемента 𝑦 ∈ 𝐻 справедливо

(𝐴𝑦, 𝑥) = (𝑦, 𝐴*𝑥). Значит, 𝑥 ∈ Im𝐴⊥, откуда следует, что 𝑥 ∈ Im𝐴
⊥

(доказательство проводится аналогично доказательству леммы 2 пара-

графа 10). Следовательно, ker𝐴* ⊆ Im𝐴
⊥
.

Рассмотрим теперь произвольный элемент 𝑥 ∈ Im𝐴
⊥
. Очевидно, 𝑥 ∈

Im𝐴⊥. Для любого элемента 𝑦 ∈ 𝐻 справедливо (𝐴𝑦, 𝑥) = (𝑦, 𝐴*𝑥). С
другой стороны, (𝐴𝑦, 𝑥) = 0, поэтому

∀𝑦 ∈ 𝐻, (𝑦, 𝐴*𝑥) = 0 ⇒ (𝐴*𝑥,𝐴*𝑥) = 0 ⇒ ‖𝐴*𝑥‖2 = 0 ⇒ 𝐴*𝑥 = 0.

Получаем, что 𝑥 ∈ ker𝐴*. Следовательно, Im𝐴
⊥ ⊆ ker𝐴*. Таким обра-

зом, Im𝐴
⊥

= ker𝐴*. �

§12. Компактные и вполне непрерывные опе-

раторы.

Определение 1. Множество 𝑀 линейного нормированного простран-
ства 𝑋 называется компактным, если любая последовательность эле-
ментов множества 𝑀 содержит подпоследовательность, сходящуюся к
элементу из пространства 𝑋.

Множество𝑀 называется предкомпактным или относительно компакт-
ным, если любая последовательность элементов 𝑀 содержит фундамен-
тальную подпоследовательность.
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Определение 2. Линейный оператор, действующий из линейного нор-
мированного пространства 𝑋 в линейное нормированное пространство
𝑌 , называется компактным, если он любое ограниченное множество пе-
реводит в компактное.

Линейный оператор, действующий из линейного нормированного про-
странства𝑋 в линейное нормированное пространство 𝑌 , называется вполне
непрерывным, если он любое ограниченное множество переводит в пред-
компактное.

В банаховом пространстве компактный оператор является вполне непре-
рывным, и наоборот (то есть, в банаховом пространстве компактность
равносильна предкомпактности).

Всякое компактное множество ограниченно, но не всякое ограниченное
множество компактно.

Ограниченный оператор компактное множество переводит в компактное.

Если 𝐴, 𝐵 — ограниченный и компактный операторы соответственно, то
𝐴𝐵 и 𝐵𝐴 являются компактными операторами.

Критерий компактности в пространствах 𝐶(𝐸) и 𝐿𝑝(𝐸), 𝑝 > 1 (𝐸 —
замкнутое ограниченное множество):

Множество 𝑀 ⊂ 𝐶(𝐸) (𝑀 ⊂ 𝐿𝑝(𝐸), 𝑝 > 1) является компактным

⇕

1. 𝑀 ограничено;

2. 𝑀 равностепенно непрерывно.

Соответственно, множество 𝑀 ⊂ 𝐶(𝐸) (𝐸 — ограниченное и замкнутое)
компактно

⇕

1. ∃𝐶 > 0 : |𝑥(𝑡)| 6 𝐶, ∀𝑥(𝑡) ∈𝑀 ;

2. ∀𝑥(𝑡) ∈𝑀, ∀𝜀 > 0 существует 𝛿(𝜀) > 0 такое, что

∀𝑡′, 𝑡′′ ∈ 𝐸, |𝑡′ − 𝑡′′| < 𝛿(𝜀) ⇒ |𝑥(𝑡′)− 𝑥(𝑡′′)| < 𝜀.
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Множество 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝(𝐸) (𝐸 — замкнутое и ограниченное, 𝑝 > 1) компакт-
но

⇕

1. ∃𝐶 > 0 : ‖𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝐸) 6 𝐶 для всех 𝑥(𝑡) ∈𝑀 ;

2. ∀𝑥(𝑡) ∈𝑀, ∀𝜀 > 0 существует 𝛿(𝜀) > 0 такое, что

∀ℎ, |ℎ| < 𝛿 ⇒ ‖𝑥(𝑡+ ℎ)− 𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝐸) < 𝜀

(функция 𝑥(𝑡) продолжена вне 𝐸 тождественным нулем).

Пример. Рассмотрим следующий оператор, действующий в простран-
стве 𝐶[𝑎; 𝑏]:

𝐴𝑥(𝑡) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑘(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑠)𝑑𝑠,

где 𝑘(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] × 𝐶[𝑎, 𝑏] — непрерывное ядро. Этот оператор явля-
ется вполне непрерывным (на основании критерия компактности непо-
средственно проверяется, что образ любого ограниченного подмножества
𝑀 ⊂ 𝐶[𝑎; 𝑏] является компактным).

Лемма 1. Если последовательность {𝑥𝑛} в банаховом пространстве 𝑋
является слабо сходящейся и компактной, то она является сильно сходя-
щейся.
Доказательство. Пусть последовательность {𝑥𝑛} слабо сходится к 𝑥 ∈
𝑋. Предположим, она не является сильно сходящейся, тогда найдутся
такие 𝜀 > 0 и подпоследовательность {𝑥𝑛𝑘

}, что для любого номера 𝑛𝑘

будет верно
‖𝑥𝑛𝑘

− 𝑥‖ > 𝜀.

Так как исходная последовательность компактна, из последовательности
{𝑥𝑛𝑘

} можно выделить сильно сходящуюся подпоследовательность

𝑥𝑛𝑘𝑙
→ 𝑦.

Из сильной сходимости вытекает слабая:

𝑥𝑛𝑘𝑙

сл.−→ 𝑦.

Но если слабый предел существует, то он определен однозначно; следо-
вательно, 𝑦 = 𝑥. Тогда, с одной стороны,

𝑥𝑛𝑘𝑙
→ 𝑥,
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а с другой стороны,
‖𝑥𝑛𝑘𝑙

− 𝑥‖ > 𝜀, ∀𝑛𝑘𝑙
.

Получили противоречие. �

Лемма 2. Пусть 𝑋 и 𝑌 — банаховы пространства, 𝐴 — вполне непре-
рывный оператор, действующий из 𝑋 в 𝑌 . Тогда он любую слабо сходя-
щуюся последовательность переводит в сильно сходящуюся последова-
тельность:

𝑥𝑛
сл.−→ 𝑥 ⇒ 𝐴𝑥𝑛 → 𝐴𝑥.

Доказательство. Пусть последовательность {𝑥𝑛} элементов простран-
ства 𝑋 слабо сходится к 𝑥 ∈ 𝑋. Рассмотрим произвольный линейный
функционал 𝜙(𝑦) ∈ 𝑌 *:

𝜙(𝐴𝑥) = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑋*.

По определению слабой сходимости

𝜙(𝐴𝑥𝑛) → 𝜙(𝐴𝑥) ⇒ 𝐴𝑥𝑛
сл.−→ 𝐴𝑥.

По условию 𝐴 вполне непрерывен, но так как 𝑋, 𝑌 — банаховы, он яв-
ляется и просто непрерывным. Последовательность {𝑥𝑛} ограничена в
силу слабой сходимости, поэтому оператор 𝐴 переводит ее в компакт-
ную последовательность {𝐴𝑥𝑛}. Тогда {𝐴𝑥𝑛} — компактная и сходится
слабо ⇒ по лемме 1 она является сильно сходящейся. �

Лемма 3. Пусть 𝐴 — вполне непрерывный оператор, действующий из
𝐻 в 𝐻, где 𝐻 — сепарабельное гильбертово пространство. Тогда сопря-
женный оператор 𝐴* также вполне непрерывен.
Доказательство. Пусть последовательность {𝑥𝑛} элементов простран-
ства 𝐻 слабо сходится к 𝑥 ∈ 𝐻. Тогда справедливы следующие соотно-
шения:

‖𝐴*(𝑥𝑛 − 𝑥)‖2 = (𝐴*𝑥𝑛 − 𝐴*𝑥,𝐴*𝑥𝑛 − 𝐴*𝑥) =

= (𝑥𝑛 − 𝑥,𝐴𝐴*(𝑥𝑛 − 𝑥)) 6 ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖‖𝐴𝐴*(𝑥𝑛 − 𝑥)‖.

Последовательность {𝑥𝑛} сходится слабо, поэтому она ограничена. Сле-
довательно, ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 6 𝐶 для некоторого 𝐶 > 0.

Так как 𝐴 вполне непрерывен, он ограничен:⃦⃦⃦⃦
𝐴

𝑥

‖𝑥‖

⃦⃦⃦⃦
6 𝐶 ⇒ ‖𝐴𝑥‖ 6 𝐶‖𝑥‖, ∀𝑥 ̸= 0
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(образ ограниченного множества является компактом, следовательно, он
является ограниченным множеством.) Тогда 𝐴* является ограниченным
(по теореме 1 параграфа 11), а 𝐴𝐴* — вполне непрерывным оператором
(как произведение вполне непрерывного и ограниченного). Следователь-
но,

‖𝐴𝐴*(𝑥𝑛 − 𝑥)‖ → 0, 𝑛→∞.

Поэтому ‖𝐴*𝑥𝑛 −𝐴*𝑥‖ → 0, 𝑛→∞. Таким образом, оператор 𝐴* любую
слабо сходящуюся последовательность переводит в сильно сходящуюся.

Для любого ограниченного множества 𝑀 ⊂ 𝐻 рассмотрим его образ 𝑀 ′

при действии оператора 𝐴*:

𝑀 ′ = { 𝑦 ∈ 𝐻 | 𝑦 = 𝐴*𝑥, 𝑥 ∈𝑀 }.

Произвольная последовательность элементов множества 𝑀 ′ имеет вид
{𝐴*𝑥𝑛}. Последовательность {𝑥𝑛} ограничена, и по теореме 7 парагра-
фа 10 из нее можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность
{𝑥𝑛𝑘

}, которую оператор 𝐴* переводит в {𝐴*𝑥𝑛𝑘
} - сильно сходящуюся

последовательность. Таким образом, из любой последовательности эле-
ментов 𝑀 ′ можно выделить сильно сходящуюся подпоследовательность,
но тогда 𝑀 ′ — компактное множество по определению, и 𝐴* является
непрерывным оператором. Так как мы рассматриваем гильбертово про-
странство, 𝐴* является и вполне непрерывным. �

Теорема 1. Для того, чтобы линейный и ограниченный оператор 𝐴,
действующий в гильбертовом пространстве, был вполне непрерывным,
необходимо и достаточно, чтобы он любую слабо сходящуюся последо-
вательность переводил в сильно сходящуюся последовательность.

§13. Теория Фредгольма.

Ранее (см. параграф 6) с помощью аппарата сжатых отображений дока-
зывалось утверждение о существовании и единственности решения ин-
тегрального уравнения Фредгольма второго рода

𝑥(𝑡) = 𝜆

∫︁
𝐸

𝑘(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑓(𝑡), 𝑘(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐿2((𝑎; 𝑏)× (𝑎; 𝑏)), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑎; 𝑏)
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при достаточно малых значениях 𝜆. Однако в случае

𝑥(𝑡)−
∫︁
𝐸

𝑘(𝑠, 𝑡)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡)

этот метод не дает результата. Нужен другой подход.

Пусть 𝐴 — вполне непрерывный оператор, действующий в гильбертовом
пространстве 𝐻. Будем искать решения уравнения

𝐿𝑥 = 𝑓, 𝐿 = 𝐼 − 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑓 ∈ 𝐻.

Очевидно, 𝐿* = 𝐼 − 𝐴*.

Лемма 1. Im𝐿 = Im𝐿.
Доказательство. Пусть есть последовательность {𝑦𝑛}, сходящаяся к
некоторому элементу 𝑦 пространства:

𝑦𝑛 ∈ Im𝐿, 𝑦𝑛 → 𝑦, 𝑛→∞.

Надо доказать, что 𝑦 ∈ Im𝐿. Заметим также, что 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝐴𝑥𝑛 = 𝐿𝑥𝑛,
и рассмотрим последовательность {𝑥𝑛}.

Если существует подпоследовательность {𝑥𝑛𝑘
} такая, что 𝑥𝑛𝑘

∈ ker𝐿 для
любого 𝑛𝑘, то в силу замкнутости ядра

𝑦𝑛𝑘
= 𝐿𝑥𝑛𝑘

= 0 → 𝑦 = 0 ∈ Im𝐿.

Поэтому мы можем считать, что, начиная с некоторого номера 𝑁 , все 𝑥𝑛

ортогональны ядру 𝐿. Таким образом, достаточно рассмотреть последо-
вательность {𝑥𝑛}, в которой

∀𝑛 𝑥𝑛 ⊥ ker𝐿.

Докажем, что последовательность {𝑥𝑛} ограничена, то есть ‖𝑥𝑛‖ 6 𝐶
для некоторого положительного 𝐶. Допустим, что это неверно; тогда
можно выделить подпоследовательность, стремящуюся к бесконечности:
‖𝑥′𝑛‖ → ∞. В этом случае

‖𝑦′𝑛‖
‖𝑥′𝑛‖

=
‖𝑥′𝑛 − 𝐴𝑥′𝑛‖

‖𝑥′𝑛‖
→ 0 при 𝑛→∞,

поскольку все ‖𝑦′𝑛‖ ограничены (так как последовательность {𝑦′𝑛} схо-
дится).
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𝐴 — вполне непрерывный оператор, поэтому ограниченную последова-

тельность
𝑥′𝑛
‖𝑥′𝑛‖

он переводит в компактную
𝐴𝑥′𝑛
‖𝑥′𝑛‖

, в которой существует

сходящаяся подпоследовательность
𝐴𝑥′′𝑛
‖𝑥′′𝑛‖

. Так как последовательности

𝑥′′𝑛 − 𝐴𝑥′′𝑛
‖𝑥′′𝑛‖

,
𝐴𝑥′′𝑛
‖𝑥′′𝑛‖

сходятся, то будет сходиться и последовательность 𝑥′′𝑛
‖𝑥′′𝑛‖

:

𝑧𝑛 =
𝑥′′𝑛
‖𝑥′′𝑛‖

→ 𝑧 при 𝑛→∞.

При этом ‖𝑧𝑛‖ = 1 для любого 𝑛, поэтому ‖𝑧‖ = 1. По определению
последовательности {𝑧𝑛}

𝐿𝑧𝑛 → 0, 𝑧𝑛 ⊥ ker𝐿,

но в силу непрерывности 𝐿

𝐿𝑧𝑛 → 𝐿𝑧, 𝑛→∞.

Поэтому 𝐿𝑧 = 0 и 𝑧 ∈ ker𝐿, но по построению 𝑧 ⊥ ker𝐿 (так как (ker𝐿)⊥

замкнуто), откуда 𝑧 = 0. Получили противоречие с ‖𝑧‖ = 1.

Полученное противоречие доказывает, что {𝑥𝑛} ограничена. Следова-
тельно, 𝐴 переводит ее в компактную, из которой можно выделить схо-
дящуюся подпоследовательность 𝐴�̃�𝑛. Но последовательность

𝑦𝑛 = �̃�𝑛 − 𝐴�̃�𝑛

также сходится как подпоследовательность сходящейся {𝑦𝑛}. Поэтому
последовательность �̃�𝑛 сходится к некоторому элементу 𝑥 ∈ 𝐻, но тогда
в силу непрерывности оператора 𝐴 верно 𝐴�̃�𝑛 → 𝐴𝑥, 𝑛→∞. Получа-
ем, что 𝑦 = 𝑥− 𝐴𝑥 = 𝐿𝑥. �

Лемма 2. Пространство 𝐻 разложимо в прямую сумму

𝐻 = Im𝐿⊕ ker𝐿*.

Замечание. Или, что то же самое,

𝐻 = Im𝐿* ⊕ 𝑘𝑒𝑟𝐿.
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Доказательство следует из леммы 1 и теоремы 2 параграфа 11, в силу
которой

𝐻 = Im𝐴⊕ ker𝐴*

для любого линейного ограниченного оператора 𝐴. �

Теорема 1 (первая теорема Фредгольма). Для того, чтобы опера-
торное уравнение 𝐿𝑥 = 𝑓 было разрешимо, необходимо и достаточно,
чтобы 𝑓 был ортогонален ядру сопряженного оператора:

𝑓 ⊥ 𝑦, 𝐿*𝑦 = 0 ∀𝑦.

Доказательство. Данное утверждение является прямым следствием
леммы 2. �

Обозначим
Im𝐿 = 𝐻1, . . . , Im𝐿𝑘 = 𝐻𝑘.

Очевидно, выполнено соотношение 𝐻 = 𝐻0 ⊇ 𝐻1 ⊇ . . ..

Лемма 2. Существует такой номер 𝑘, что 𝐻𝑘 = 𝐻𝑘−1.
Доказательство. Предположим, что такого номера 𝑘 не существует.
По лемме 1 образ оператора 𝐿 — замкнутое множество, поэтому оно
является подпространством. Применим теорему Леви:

𝐻 = 𝐻1 ⊕ (𝐻1)⊥.

Тогда существует элемент 𝑥1 ∈ (𝐻1)⊥ такой, что ‖𝑥1‖ = 1 (иначе 𝐻 =
𝐻1, 𝑘 = 1). Применим теорему Леви для 𝐻1:

𝐻1 = 𝐻2 ⊕ (𝐻2)⊥.

Аналогично предыдущему случаю, существует элемент 𝑥2 ∈ (𝐻2)⊥, ‖𝑥2‖ =
1, причем 𝑥1 ⊥ 𝑥2.

Так как по предположению не существует номера 𝑘, при котором на-
ступает стабилизация, продолжая этот процесс по всем 𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . .,
получим счетную ортонормированную систему.

Рассмотрим теперь два элемента полученной системы 𝑥𝑙 и 𝑥𝑘, где 𝑙 > 𝑘.
Справедливо равенство

𝐿𝑥𝑘 − 𝐿𝑥𝑙 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑙 − 𝐴𝑥𝑘 + 𝐴𝑥𝑙,
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из которого следует, что

𝐴𝑥𝑘−𝐴𝑥𝑙 = 𝑥𝑘−𝑥𝑙−(𝐿𝑥𝑘−𝐿𝑥𝑙), 𝑥𝑘 ∈ (𝐻𝑘+1)⊥,−𝑥𝑙−(𝐿𝑥𝑘−𝐿𝑥𝑙) ∈ 𝐻𝑘+1.

Это означает, что

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐴𝑥𝑙‖2 = ‖𝑥𝑘‖2 + ‖ − 𝑥𝑙 − (𝐿𝑥𝑘 − 𝐿𝑥𝑙)‖2 > ‖𝑥𝑘‖2 = 1,

поэтому из последовательности {𝐴𝑥𝑛} нельзя выделить сходящуюся под-
последовательность. Но это противоречит тому, что 𝐴 является вполне
непрерывным оператором. Полученное противоречие доказывает требу-
емое утверждение. �

Лемма 4. Если ядро оператора 𝐿 не содержит отличного от нуля эле-
мента, то его образ совпадает со всем пространством:

ker𝐿 = 0 ⇒ Im𝐿 = 𝐻.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть Im𝐿 = 𝐻1 ̸= 𝐻, тогда
существует элемент 𝑥0 ∈ 𝐻 ∖𝐻1. По лемме 3, существует номер 𝑘, такой
что 𝐻𝑘 = 𝐻𝑘+1. Следовательно,

𝐿𝑘𝑥0 ∈ 𝐻𝑘 и ∃𝑦 ∈ 𝐻, 𝐿𝑘+1𝑦 = 𝐿𝑘𝑥0.

Тогда справедлива цепочка равенств

𝐿𝑘𝑦 = 𝐿𝑘−1𝑥0, 𝐿𝑘−1𝑦 = 𝐿𝑘−2𝑥0, . . . , 𝐿𝑦 = 𝑥0.

Получили 𝑥0 ∈ 𝐻1, что противоречит изначальному предположению
𝑥0 ∈ 𝐻 ∖𝐻1. �

Замечание. Аналогично доказывается, что ker𝐿* = 0 ⇒ Im𝐿* = 𝐻.

Лемма 5. Если образ оператора 𝐿 совпадает со всем пространством, его
ядро содержит только нулевой элемент:

Im𝐿 = 𝐻 ⇒ ker𝐿 = 0.

Доказательство. По лемме 2 𝐻 представимо в виде

𝐻 = Im𝐿⊕ ker𝐿*.

Из этого разложения следует, что ker𝐿* = 0. Cледовательно, по лемме 4
Im𝐿* = 𝐻. С другой стороны, 𝐻 представимо в виде

𝐻 = Im𝐿* ⊕ ker𝐿,
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откуда следует, что ker𝐿 = 0.�

Теорема 2 (вторая теорема Фредгольма, альтернатива Фред-
гольма). Либо операторное уравнение 𝐿𝑥 = 𝑓 разрешимо при любой
правой части, либо соответствующее однородное уравнение 𝐿𝑥 = 0 име-
ет нетривиальное решение.
Доказательство. Допустим, что уравнение 𝐿𝑥 = 𝑓 разрешимо при лю-
бой правой части. Это означает, что Im𝐿 = 𝐻, и по лемме 5 ker𝐿 = 0.
То есть однородное уравнение имеет только тривиальное решение.

Если же уравнение 𝐿𝑥 = 𝑓 разрешимо не для всех 𝑓 , то Im𝐿 ̸= 𝐻.
Следовательно, ker𝐿 ̸= 0 и однородное уравнение имеет нетривиальное
решение. �

Теорема 3 (третья теорема Фредгольма). Размерности ядра опера-
тора 𝐿 и сопряженного оператора 𝐿* конечны и равны:

dim ker𝐿 = dim ker𝐿* < +∞.

Доказательство. Обозначим

dim ker𝐿 = 𝜈, dim ker𝐿* = 𝜇.

Если 𝜈 = +∞, то в ker𝐿 можно выбрать счетный ортонормированный
базиз {𝑒𝑘}. Но тогда

𝐴𝑒𝑘 = 𝑒𝑘 для любого 𝑘 и ‖𝐴𝑒𝑘 − 𝐴𝑒𝑙‖ = ‖𝑒𝑘 − 𝑒𝑙‖ =
√

2,

то есть из {𝐴𝑒𝑘} нельзя выбрать сходящейся подпоследовательности. Это
противоречит компактности оператора 𝐴.

Аналогичным образом доказывается, что 𝜇 < +∞.

Предположим теперь, что 𝜇 > 𝜈. Выберем в ker𝐿 ортонормированный
базис {𝜙𝑘}, а в ker𝐿* — ортонормированный базис {𝜓𝑙}.

Рассмотрим следующий оператор:

𝑆𝑥 = 𝐿𝑥−
𝜈∑︁

𝑘=1

(𝑥, 𝜙𝑘)𝜓𝑘.

Он будет являться вполне непрерывным. Если 𝑆𝑥 = 0, то

(𝐿𝑥, 𝜓𝑙) =
𝜈∑︁

𝑘=1

(𝑥, 𝜙𝑘)(𝜓𝑘, 𝜓𝑙) = (𝑥, 𝜙𝑙) = 0.
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Из последнего соотношения получаем, что все коэффициенты Фурье раз-
ложения элемента 𝑥 по базису {𝜙𝑘} равны нулю, поэтому 𝐿𝑥 = 0 и од-
новременно выполнено 𝑥 ⊥ ker𝐿 и 𝑥 ∈ ker𝐿. Следовательно, 𝑥 = 0.

Таким образом, если 𝑆𝑥 = 0, то 𝑥 = 0. По второй теореме Фредгольма в
этом случае существует решение уравнения

𝑆𝑦 = 𝐿𝑦 −
𝜈∑︁

𝑘=1

(𝑥, 𝜙𝑘)𝜓𝑘 = 𝜓𝜈+1.

Умножив скалярно обе части на 𝜓𝜈+1, получим 0 = 1 (так как ker𝐿* =
(Im𝐿)⊥ и в силу того, что {𝜓𝑘} — ортонормированная система). Следо-
вательно, 𝜇 6 𝜈.

Аналогичным образом рассматривая случай 𝜈 > 𝜇, получим 𝜈 6 𝜇. Сле-
довательно, 𝜈 = 𝜇. �

§14. Спектральная теория в бесконечномер-

ном пространстве.

Рассмотрим линейный ограниченный оператор 𝐴, действующий из бана-
хова пространства 𝑋 в банахово пространство 𝑌 : 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋 → 𝑌 ). Если
𝐴 ∈ 𝐿(𝑋 → 𝑋), то для произвольного 𝜆 ∈ C можем определить оператор
𝜆𝐼 − 𝐴.

Определение 1. Число 𝜆 ∈ C называется регулярным значением опера-
тора 𝐴, если оператор 𝐵 = (𝜆𝐼−𝐴)−1 определен на всем пространстве 𝑋.

При этом оператор 𝐵 будет являться ограниченным (по теореме Банаха).

Определение 2.Множество всех регулярных значений оператора 𝐴 на-
зывается резольвентным множеством оператора 𝐴:

𝜌(𝐴) = {𝜆 ∈ C | 𝐷((𝜆𝐼 − 𝐴)−1) = 𝑋 }.

Определение 3. Спектром оператора 𝐴 называется множество всех
комплексных чисел, не являющихся регулярными значениями 𝐴:

𝜎(𝐴) = C ∖ 𝜌(𝐴).

Если выполнены следующие условия:
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1. ker(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0

2. Im(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝑋,

то 𝜆 будет регулярным значением 𝐴.

Определение 4. Если ker(𝜆𝐼 − 𝐴) ̸= 0, то 𝜆 называется собственным
значением оператора 𝐴.

Элемент 𝑥 ̸= 0, 𝑥 ∈ ker(𝜆𝐼 − 𝐴) называется в таком случае собствен-
ным элементом оператора 𝐴.

Спектр в бесконечномерном пространстве может состоять не только из
собственных значений. В доказательство можно привести следующий
Пример. Рассмотрим оператор 𝐴(𝑥(𝑡)) = 𝑡𝑥(𝑡), действующий в про-
странстве 𝐶[0; 1]. Для него верны следующие соотношения:

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥(𝑡) = (𝜆− 𝑡)𝑥(𝑡);

(𝜆𝐼 − 𝐴)−1𝑥(𝑡) =
𝑥(𝑡)

𝜆− 𝑡
.

Допустим, 𝑥(𝑡) ∈ ker(𝜆𝐼 − 𝐴), тогда (𝜆 − 𝑡)𝑥(𝑡) ≡ 0. Cледовательно,
𝑥(𝑡) ≡ 0. Это означает, что у оператора 𝐴 нет ни одного собственного
значения.

Посмотрим на спектр оператора 𝐴. Если оператор (𝜆𝐼 −𝐴)−1 существу-
ет, то он имеет вид, указанный выше. Поэтому при любых 𝜆 ∈ R ∖ [0; 1]
он определен на всем пространстве. Следовательно, спектром оператора
является отрезок 𝜎(𝐴) = [0; 1]. При этом, как уже было показано выше,
𝐴 не имеет ни одного собственного значения. �

По определению спектра, если резольвентное множество открыто, то
спектр будет являться замкнутым множеством.

Теорема 1 (Гильберта - Шмидта). Пусть 𝐴 — самосопряженный опе-
ратор, действующий в гильбертовом пространстве 𝐻.

Если 𝐴 является вполне непрерывным, то любой элемент 𝑥 ∈ Im𝐴 пред-
ставим в виде

𝑥 =
∑︁
𝜆𝑘 ̸=0

(𝑥, 𝑒𝑘)𝑒𝑘,

где {𝜆𝑘}— собственные значения оператора 𝐴, а {𝑒𝑘}— соответствующие
им собственные элементы.
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